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Resumen 

En esta tesis nos hemos propuesto el desarrollo e implementación de la técnica de muestreo 

AIMC para MCE para simulación de la fotoexcitación y subsiguiente relajación electrónica y 

vibracional de moléculas conjugadas multicromóforas. Dicha implementación nos abre la 

posibilidad al estudio de fenómenos cuánticos nucleares entre los que se encuentran efectos 

de coherencia electrónica inusualmente largos y que han sido medidos experimentalmente 

en los agregados moleculares de algunos organismos fotosintetizadores. 
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V. M. Freixas, D. Ondarse-Álvarez, S. Tretiak, D. V. Makhov, , D. Shalashilin, S.
Fernández-Alberti, “Photoinduced nonadiabatic energy transfer pathways in dendri-
mer building blocks”, J. Chem. Phys., 150, 124301, (2019)

V. M. Freixas, N. Oldani, R. Franklin-Mergarejo, S. Tretiak, S. Fernández-Alberti,
“Electronic energy relaxation in a photoinduced fully fused edge-sharing carbon na-
nobelt”, J. Phys. Chem. Lett., 11, 4711, (2020)

W. Malone, B. Nebgen, A. White, Y. Zhang, H. Song, J. A. Bjorgaard, A. E. Sifain,
B. Rodriguez-Hernandez, V. M. Freixas, S. Fernandez-Alberti, A. E. Roitberg, T.
R. Nelson, S. Tretiak, “NEXMD Software Package for Nonadiabatic Excited State
Molecular Dynamics Simulations”, J. Chem. Theory Comput., 16, 5771, (2020)

V. M. Freixas, S. Tretiak, D. V. Makhov, D. V. Shalashilin, S. Fernandez-Alberti, “Vi-
bronic Quantum Beating between Electronic Excited States in a Heterodimer”, J.
Phys. Chem. B, 19, 3992, (2020)

T. E. Saldaño, V. M. Freixas, S. C. E. Tosatto, G. Parisi, S. Fernandez-Alberti, “Ex-
ploring conformational space with thermal fluctuations obtained by normal-mode
analysis”, J. Chem. Inf. Model., 60, 3068, (2020)
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8 ÍNDICE GENERAL



Capı́tulo 1

Introducción

El estudio de los procesos de dinámica fotoinducida que ocurren en sistemas mole-
culares conjugados extendidos es uno de los objetivos de la fotofı́sica orgánica [1]. Aquı́,
el desafı́o principal estriba en la dificultad experimental para medir los procesos interme-
dios entre la absorción y emisión. A pesar de esta dificultad, la relajación no radiativa
del exceso de energı́a electrónica y vibracional desempeña un papel protagónico en la
eficiencia de la conversión de energı́a lumı́nica en otras formas útiles de energı́a, que es
por ejemplo el principio de funcionamiento de las celdas fotovoltaı́cas. Por lo tanto, una
comprensión detallada de este tipo de fenómenos resulta vital para el diseño de disposi-
tivos recolectores de luz con niveles de eficiencia superiores a los de los dispositivos con
los que contamos hoy en dı́a.

El desarrollo de métodos para la sı́ntesis de nuevos materiales orgánicos [2–4] ha
permitido plantear la posibilidad de imitar a la naturaleza para intentar alcanzar sus al-
tos ı́ndices de eficiencia en la recolección de energı́a solar. Dentro de la gran variedad
de sistemas multicromóforos posibles, los dendrı́meros [5–8] son macromoléculas con-
jugadas con estructuras ordenadas y altamente ramificadas que presentan una alta efi-
ciencia en la canalización de la energı́a absorbida y por lo tanto resultan ser candidatos
muy atractivos para el diseño de este tipo de dispositivos. En particular, aquellos basa-
dos en Poli-Fenileno-Etileno (PPE) han despertado un interés particular porque poseen
al mismo tiempo las caracterı́sticas de absorción y transporte presentes en los sistemas
fotosintéticos [9–13].

En este contexto y dada la ineludible dificultad experimental, los métodos computacio-
nales resaltan como la herramienta idónea para estudiar este tipo de fenómenos. Aquı́,
generalmente están involucrados varios estados electrónicos excitados que introducen
efectos de coherencia transitoria, flujos espaciales de densidad electrónica y diferentes
caminos de relajación simultáneos [14]. Todos estos procesos se pueden tratar adecua-
damente desde el punto de vista teórico por medio de métodos de dinámica molecular
no-adiabática directos [15,16] o al vuelo, que es una traducción del término más conocido
del inglés on-the-fly.

Entre los métodos hı́bridos clásico-cuántico de dinámica molecular directa más em-
pleados se encuentran los de salto de superficie (SH), según sus siglas en inglés de
surface hopping [17–20], y los de Ehrenfest (EHR) [21–24]. En las dinámicas EHR los

9



10 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

núcleos se mueven clásicamente sobre una superficie potencial efectiva que contiene
contribuciones de todos los estados excitados considerados. Por su parte, en el método
SH los núcleos también evolucionan clásicamente pero sobre una superficie de energı́a
potencial que se define por un único estado excitado para un instante determinado mien-
tras que saltos de una superficie a otra se rigen por las poblaciones cuánticas correspon-
dientes. Ambos métodos presentan diferentes ventajas y desventajas.

Por ejemplo, las dinámicas EHR convergen más rápido y describen mejor aquellos
sistemas en los que los diferentes estados excitados se mantienen acoplados durante
toda la dinámica. Sin embargo, no son adecuadas para la descripción de eventos mi-
noritarios durante la relajación electrónica como puede ser la activación de caminos de
relajación con probabilidades bajas y que dan lugar a fotoproductos finales secundarios.
Además, el movimiento nuclear sigue siendo descrito por el promedio de las contribucio-
nes de cada uno de los estados incluso en regiones del espacio de configuraciones en
las que ya no permanecen acoplados.

Por otro lado, el método SH requiere más trayectorias para alcanzar la convergen-
cia de los resultados y no resulta ser adecuado para describir aquellos sistemas en los
que los diferentes estados excitados se mantienen acoplados durante toda la dinámica.
Además, sufre de imprecisiones relacionadas con los saltos prohibidos, la redistribución
de la energı́a después de un salto efectivo y la coherencia electrónica entre otros. Sin
embargo, resulta más adecuado para analizar flujos de energı́a vibracional asociados a
estados excitados especı́ficos y puede distinguir entre diferentes caminos de relajación
que ocurran de forma simultánea. Otra desventaja es que no hay una vı́a clara para
incorporar efectos cuánticos nucleares en el contexto de SH. A pesar de que las ven-
tajas y desventajas de estos dos métodos son prácticamente opuestas, el método SH
ha sido usado más extensivamente para estudiar fenómenos fotofı́sicos y fotoquı́micos
en una amplia variedad de sistemas cromóferos orgánicos como dendrı́meros [5–8], na-
nohoops [25–27], fluorenos [28], fulerenos [29], complejos organometálicos en base a
Ru [30], clorofilas [31–33], retinal [34], nucleótidos [35–41], entre otros. Entre los dife-
rentes paquetes computacionales que hacen uso del método SH podemos mencionar
NEWTON-X [42], SHARC del inglés Surface Hopping including ARbitrary Couplings [43],
PYXAID del inglés Python eXtension for Ab Initio Dynamics [44, 45] y NEXMD del inglés
Non-adiabatic EXcited-states Molecular Dynamics [46], entre otros. En particular, todos
los resultados presentados en esta tesis han sido obtenidos en el contexto del paquete
NEXMD.

Ante las dificultades de estos dos métodos, existen alternativas más costosas compu-
tacionalmente conocidas como métodos de dinámica molecular cuántica. Por ejemplo, los
métodos de dinámica cuántica directa [16] son aquellos donde los efectos cuánticos se in-
cluyen mediante funciones base Gaussianas guiadas por trayectorias acopladas entre sı́,
que serán el motivo de estudio de esta tesis. La variantes existentes difieren únicamente
en el tipo de trayectorias que guı́an a las funciones base. Entre ellas destacan la aproxi-
mación multi-configuraciones de Gaussianas variacionales (vMCG) del inglés variational
Multi-Configurational Gaussians [47–49], que consiste en trayectorias no-clásicas aco-
pladas entre sı́. Debido a su alto costo computacional solo ha sido aplicada a moléculas
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orgánicas relativamente pequeñas. Otra variante es la conocida como (AIMS),del inglés
Ab-Initio Multiple Spawning [50–52]. Aquı́, el movimiento de los centros de las funciones
base está dictado clásicamente por diferentes superficies de energı́a potencial corres-
pondientes a los diferentes estados excitados considerados. AIMS posee la flexibilidad
de expandir el tamaño de la base de a cuerdo a acoplamientos transientes entre diferen-
tes estados excitados y ha demostrado ser suficientemente preciso como para reproducir
mediciones espectroscópicas en una gran variedad de moléculas conjugadas [53–55].

Por su parte, el método de Ehrenfest Multiconfiguracional (MCE) del inglés Multicon-
figurational Ehrenfest [56] se encuentra conceptualmente entre los dos métodos ante-
riores, explotando las ventajas de ambos. MCE emplea trayectorias de campo medio de
Ehrenfest como guı́a para las funciones base. La interacción entre las funciones bases
determina sus pesos correspondientes de acuerdo a la ecuación de Schrödinger de-
pendiente del tiempo. Una de las mayores ventajas de este método es que todas las
trayectorias se pueden simular en paralelo, lo que permite implementar diferentes técni-
cas de muestreo que garanticen que el sistema atraviese las regiones del espacio de
configuraciones que resultan significativas para el proceso de interés. Entre estas técni-
cas se encuentran las de panqueques (pancakes), enjambres (swarms) trenes (trains) y
clones [56,57]. En particular, la técnica de muestreo de clones (AIMC) del inglés Ab-Initio
Multiple Cloning [58–60] se desarrolló para el estudio de moléculas conjugadas en las
que pueden ocurrir dos o más caminos de relajación simultáneos.

En esta tesis nos hemos propuesto el desarrollo e implementación de la técnica de
muestreo AIMC para MCE para simulación de la fotoexcitación y subsiguiente relajación
electrónica y vibracional de moléculas conjugadas multicromóforas. Dicha implementa-
ción nos abre la posibilidad al estudio de fenómenos cuánticos nucleares entre los que
se encuentran efectos de coherencia electrónica inusualmente largos [61] y que han si-
do medidos experimentalmente en los agregados moleculares de algunos organismos
fotosintetizadores.

En los capı́tulos 2 y 3 se describen los dos bloques teóricos fundamentales que com-
ponen este trabajo. Primeramente en el capı́tulo 2 se describen los métodos de dinámica
molecular cuántica que hemos implementado, incluyendo las expresiones que hemos
desarrollado para el cálculo de observables. Este bloque en principio es independien-
te del nivel de teorı́a con el que se realice el cálculo de la estructura electrónica. En el
capı́tulo 3 describimos los fundamentos del cálculo de estructura electrónica con el que
hemos implementado nuestra metodologı́a. En el capı́tulo 4 realizamos una comparación
de los resultados de SH, EHR y AIMC para sistemas de diferentes tamaños. En el capı́tu-
lo 5 presentamos la simulación mediante SH de la relajación vibracional para un sistema
en el que intervienen 30 estados excitados. En el capı́tulo 6 presentamos algunas de las
aplicaciones de nuestro trabajo a sistemas realistas que poseen caracterı́sticas atractivas
que los convierten en candidatos competentes para el diseño de dispositivos recolectores
de luz. En el capı́tulo 7 presentamos la descripción del fenómeno conocido como batidos
cuánticos y el cálculo de la señal espectroscópica TRUECARS. Finalmente en el capı́tulo
8 presentamos las conclusiones finales de nuestro trabajo.
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Capı́tulo 2

Métodos de dinámica molecular no
adiabática

En este capı́tulo derivaremos las ecuaciones necesarias para realizar las simulacio-
nes de dinámica molecular en estados electrónicos excitados de acuerdo a los métodos
EHR, SH y AIMC. Para ello consideraremos que conocemos las solución del cálculo de
la estructura electrónica. Las aproximaciones necesarias para resolver el cálculo de la
estructura electrónica, ası́ como las ecuaciones producto de estas aproximaciones, las
presentamos en el capı́tulo 3. Las metodologı́as presentadas en este capı́tulo se han
implementado junto con el cálculo de la estructura electrónica correspondiente en el con-
texto del paquete computacional NEXMD [46].

2.1. Aproximaciones de Born-Oppenheimer y adiabática
para MCE

Siendo nuestro objetivo la descripción de un sistema molecular, comenzaremos sepa-
rando los grados de libertad nucleares R o lentos de los grados de libertad electrónicos
r o rápidos, lo que se conoce como aproximación de Born-Oppenheimer [62–66]. Es-
ta separación artificial de los grados de libertad está justificada porque los electrones
son mucho más ligeros que el más pequeño de los núcleos atómicos. Lo que a su vez
conlleva a que en la absoluta mayorı́a de los casos, los electrones se muevan mucho
más rápido que los núcleos atómicos. De forma que, mientras los electrones “ven” a los
núcleos inmóviles, los núcleos no “ven” a los electrones, sino que “sienten” la presencia
de una nube de carga que los rodea y los mantiene juntos formando enlaces e impidiendo
que se separen.

El desacoplamiento de los grados de libertad, además de darnos una idea intuitiva del
orden relativo del movimiento de los componentes de un sistema molecular, resulta ser
extremadamente útil desde el punto de vista matemático, como veremos a continuación.
Nuestro Hamiltoniano H en función de los grados de libertad lentos R y rápidos r se

13
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puede escribir como:

H = −~2

2

∑
k

M
(−1)
k ∇2

R −
~2

2

∑
l

m
(−1)
l ∇2

r + VrR(r,R), (2.1)

donde Mk es la masa del núcleo atómico k, ml es la masa del electrón l y VrR(r,R) con-
tiene las interacciones electrón-electrón, núcleo-núcleo y electrón-núcleo. Esta ecuación
también se puede escribir como:

H = T +Hr(r;R), (2.2)

donde T es la energı́a cinética del subsistema nuclear y Hr(r;R) es el Hamiltoniano
para el subsistema electrónico. Aquı́, el signo de puntuación “;” indica una dependen-
cia paramétrica suave del Hamiltoniano electrónico Hr en función de las coordenadas
nucleares R. De esta forma, podemos resolver el problema electrónico que ha sido des-
acoplado del problema nuclear. Una vez resuelto, podemos usar esta información para
propagar las coordenadas nucleares bajo la influencia de las nubes de carga. Una vez
que hayamos modificado ligeramente las coordenadas nucleares, podemos volver a re-
solver el problema electrónico. A grandes rasgos, este esquema es el utilizado para las
simulaciones de dinámica molecular conocidas como dinámicas adiabáticas al vuelo, que
es una traducción del inglés de on the fly.

Para continuar con la separación formal de los grados de libertad lentos y rápidos
en contexto de MCE, consideraremos que la solución |ϕ(r, t;R)〉 para el Hamiltoniano
electrónico Hr(r;R) puede escribirse como una combinación lineal de sus autofunciones
|φI(r;R)〉:

|ϕ(r, t;R)〉 =
∑
I

aI(t)|φI(r;R)〉, (2.3)

donde los coeficientes aI(t) son números complejos normalizados y las funciones |φI(r;R)〉
son autofunciones del Hamiltoniano electrónico Hr(r;R):

Hr(r,R)|φI(r;R)〉 = VI(R)|φI(r;R)〉, (2.4)

donde VI(R) son las energı́as correspondientes a cada uno de los estados electrónicos.
Además, diremos que nuestro sistema está representado por una función de onda

|Ψ(r,R, t)〉, que es el producto de un estado coherente |χ(R, t)〉 [57, 67] independiente
de las coordenadas electrónicas y |ϕ(r, t;R)〉:

|Ψ(r,R, t)〉 = |χ(R, t)〉|ϕ(r, t;R)〉 = |χ(R, t)〉
∑
I

aI(t)|φI(r;R)〉. (2.5)

Aquı́, las funciones |χ(R, t)〉 en la representación de coordenadas consisten en fun-
ciones Gaussianas.

Las funciones |φI(r;R)〉 no dependen directamente del tiempo, sino que la depen-
dencia temporal se manifiesta a través de una dependencia paramétrica suave de las
coordenadas nucleares, que al igual que en la ecuación (2.2) hemos denotado median-
te un “;” delante de las coordenadas R. Aquı́ hemos pasado por alto el hecho de que
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realmente el Hamiltoniano que actúa sobre el sistema, y por tanto también sobre el sub-
sistema electrónico, es H y no Hr. La aproximación adiabática consiste en despreciar
precisamente la acción del operador de energı́a cinética T sobre las funciones de onda
|φI(r;R)〉 que representan al subsistema electrónico, y por lo tanto:

T |ϕ(r, t;R)〉 ≈ 0. (2.6)

Por lo tanto, las funciones |φI(r;R)〉 se conocen como soluciones adiabáticas o de
Born-Oppenheimer, mientras que a los estados electrónicos correspondientes se les lla-
ma estados adiabáticos.

Nosotros además consideraremos que las soluciones adiabáticas están ortonormali-
zadas:

〈φJ(r;R)|φI(r;R)〉 = δIJ , (2.7)

donde δIJ representa la delta de Kronecker. También, consideraremos que estas funcio-
nes forman una base completa y por lo tanto cumplen con la relación de clausura, que
toma la forma: ∑

K

|φK(r;R)〉〈φK(r;R)| = 1̂. (2.8)

Es importante notar que las funciones |φI(r;R)〉 solamente son adiabáticas en el cen-
tro de la función Gaussiana |χ(R, t)〉 porque aquı́ es donde únicamente son las autofun-
ciones del Hamiltoniano electrónico Hr(r;R). En este trabajo solamente resolveremos
el problema electrónico en el centro de las Gaussianas |χ(R, t)〉. Ésta aproximación se
conoce TDDB por sus siglas del inglés time dependent diabatic basis [56, 68]. La apro-
ximación TDDB permite la aplicación del método a moléculas conjugadas relativamente
grandes [69–71].

2.2. Ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo
para las amplitudes adiabáticas

Siguiendo con la suposición de que el subsistema electrónico se reajusta instantánea-
mente ante los movimientos del subsistema nuclear, si sustituimos la parte electrónica de
nuestra solución propuesta en la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo:

i~
d
dt
|ϕ(r, t;R)〉 = Hr(r;R)|ϕ(r, t;R)〉, (2.9)

y tenemos en cuenta la ecuación (2.4), obtenemos:

i~
∑
J

[
ȧJ(t)|φJ(r;R)〉+ aJ(t)

d
dt
|φJ(r;R)〉

]
=
∑
J

aJ(t)VJ(R)|φJ(r;R)〉, (2.10)

donde hemos denotado a la derivada respecto al tiempo mediante un punto sobre la
variable correspondiente. Éste es un convenio que tomaremos a lo largo de todo el texto.
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Si ahora aplicamos el operador 〈φI(r;R)| a ambos miembros de esta ecuación y te-
nemos en cuenta la propiedad de ortonormalización (2.7):

ȧI(t) = − i
~
VI(R)−

∑
J

aJ(t)〈φI(r;R)| d
dt
|φJ(r;R)〉. (2.11)

Esta ecuación puede resultar inconveniente desde el punto de vista numérico, y por
lo tanto en muchos casos resulta más conveniente calcular el vector de acoplamiento no
adiabático dIJ(R):

dIJ(R) = 〈φI(r;R)|∇R|φJ(r;R)〉. (2.12)

Los elementos matriciales del operador de derivación respecto al tiempo se pueden
escribir como la proyección de los vectores de acoplamiento no adiabático sobre las
velocidades Ṙ del subsistema nuclear, lo que de forma operacional y con ayuda de la
regla de la cadena de la derivación nos queda:

d
dt

= Ṙ · ∇R, (2.13)

por lo que:

〈φI(r;R)| d
dt
|φJ(r;R)〉 = Ṙ · 〈φI(r;R)|∇R|φJ(r;R)〉 = Ṙ · dIJ(R). (2.14)

A estos términos matriciales se les llama frecuentemente términos de acoplamiento
no adiabático o NACT de acuerdo a las siglas del inglés non-adiabatic coupling terms.

Sustituyendo esta ecuación en la ecuación de Scrhödinger dependiente del tiempo
(2.11), obtenemos [72]:

ȧI(t) = − i
~
VI(R)−

∑
J

aJ(t)Ṙ · dIJ(R). (2.15)

En algunos contextos resulta útil escribir esta ecuación en función del Hamiltoniano
electrónico efectivo Hel(n)

IJ [58]:

Hel
IJ =

{ VI(R) I = J

−i~Ṙ · dIJ(R) I 6= J
, (2.16)

de forma que nos queda:

ȧI(t) = − i
~
∑
J

Hel
IJaJ(t). (2.17)

Antes de continuar con el análisis de esta ecuación, resulta conveniente comprobar
que el vector de acoplamiento no adiabático dIJ(R) es antisimétrico en los ı́ndices I y J .
Efectivamente, si le aplicamos el operador ∇R a la ecuación (2.7):

〈∇RφI(r;R)|φJ(r;R)〉+ 〈φI(r;R)|∇RφJ(r;R)〉 = 0, (2.18)
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de donde:
〈φJ(r;R)|∇RφI(r;R)〉+ 〈φI(r;R)|∇RφJ(r;R)〉 = 0, (2.19)

por lo que:
dIJ(R) = −dJI(R), (2.20)

y por lo tanto para lo elementos diagonales tendremos:

dII(R) = 0. (2.21)

Para continuar con el análisis fı́sico de la ecuación de Schrödinger dependiente del
tiempo para las amplitudes adiabáticas (2.15), resulta conveniente escribir las amplitudes
adiabáticas aI(t) en notación exponencial:

aI(t) = σI(t) exp (iθI(t)) , (2.22)

ȧI(t) =
[
σ̇I(t) + iσI(t)θ̇I(t)

]
exp (iθI(t)) , (2.23)

donde σI(t) y θI(t) son magnitudes reales.
Sustituyendo las ecuaciones (2.22) y (2.23) en la ecuación de Schrödinger depen-

diente del tiempo para las amplitudes adiabáticas (2.15) y asociando las partes reales e
imaginarias en ecuaciones separadas, obtenemos:

σ̇I(t) = −
∑
J

σJ(t)Ṙn · dIJ(R) cos (θJ(t)− θI(t)) , (2.24)

σI(t)θ̇I(t) = −1

~
σI(t)VI(R)−

∑
J

σJ(t)Ṙn · dIJ(R) sin (θJ(t)− θI(t)) . (2.25)

Primeramente comprobemos que la norma se conserva, o sea que:∑
I

(σI(t))
2 = 1. (2.26)

Derivando respecto al tiempo esta ecuación podemos comprobar que para que la
norma se conserve debe cumplirse que:

2
∑
I

σI(t)σ̇I(t) = 0. (2.27)

Multiplicando la ecuación (2.24) por σI(t) y sumando por I:∑
I

σI(t)σ̇I(t) = −
∑
IJ

σI(t)σJ(t)Ṙn · dIJ(R) cos (θJ(t)− θI(t)) = 0. (2.28)

El miembro derecho de la primera igualdad de esta ecuación es cero porque todos
los términos en la suma doble por los ı́ndices I y J son simétricos con la excepción del
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vector de acoplamiento no adiabático dIJ(R) que es antisimétrico. Por lo tanto, se verifica
que se cumple la ecuación (2.27) y la norma se conserva.

La ecuación (2.28) también nos revela que la transferencia de población entre dos
estados adiabáticos es directamente proporcional a los NACT.

Además, analizando nuevamente la ecuación (2.24) podemos ver que el sentido de
la transferencia entre los estados I y J en el instante de tiempo t depende del signo de
Ṙ · dIJ(R) cos (θJ(t)− θI(t)). O sea que si, por ejemplo, sumamos o restamos π radia-
nes a la fase de una de las amplitudes, se invierte el sentido de la transferencia. Por lo
que podemos decir que el sentido de la transferencia de población entre dos estados
adiabáticos se encuentra en la diferencia de fases de las amplitudes correspondientes.

Aunque escribir la ecuación de Schrödinger con las amplitudes adiabáticas en su no-
tación exponencial resulta ser extremadamente útil para su análisis, desde el punto de
vista práctico esta forma de escribir las ecuaciones no es tan conveniente. La ecuación
(2.25) presenta una singularidad cuando σI(t) = 0 provocando que las derivadas tem-
porales de las fases correspondientes diverjan. Éste es un problema que se hereda de
la teorı́a de variable compleja, y es que un número complejo de módulo nulo no tiene
fase definida. Ası́ que para la implementación numérica resulta más conveniente trabajar
directamente con las partes reales e imaginarias.

Otro aspecto que debemos tener en cuenta a la hora de implementar numéricamente
la ecuación (2.15) es la naturaleza de las rotaciones de la fase. El segundo miembro
de la ecuación (2.25) posee dos sumandos que por lo general tienen magnitudes muy
diferentes, lo que puede provocar imprecisiones numéricas. Ası́ que resulta conveniente
propagar por separado las rotaciones relacionadas con la energı́a VI(R) de los estados
adiabáticos. Para esto, introduciremos el siguiente cambio de variables:

aI(t) = ηI(t) exp

(
i

~
SI(R)

)
= (αI(t) + iβI(t)) exp

(
i

~
SI(R)

)
, (2.29)

donde ηI(t) es un prexponente complejo cuyas partes real e imaginaria son respecti-
vamente αI(t) y βI(t), mientras que SI(R) es la parte de la acción relacionada con la
energı́a potencial del estado I:

SI(R) =

∫ t

0

−VI(R)dt′, (2.30)

ṠI(R) = −VI(R). (2.31)

Sustituyendo la ecuación (2.29) en la ecuación de Schrödinger (2.15), y luego des-
acoplando para las partes reales αI(t) e imaginarias βI(t) de ηI(t), obtenemos [69]:

α̇I(t) = −
∑
J

Ṙ · dIJ(R)

[
αJ(t) cos

(
SJ(R)− SI(R)

~

)
−

βJ(t) sin

(
SJ(R)− SI(R)

~

)]
, (2.32)
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β̇I(t) = −
∑
J

Ṙ · dIJ(R)

[
βJ(t) cos

(
SJ(R)− SI(R)

~

)
+

αJ(t) sin

(
SJ(R)− SI(R)

~

)]
. (2.33)

Al considerar la ecuación (2.30), generalmente se considera la acción completa en
vez de sólo la parte relacionada con la energı́a potencial. Sin embargo, a diferencia de
las energı́as potenciales VI(R), la energı́a cinética es la misma para todos los estados
adiabáticos. O sea, éste término no depende explı́citamente de los grados de libertad

electrónicos, y por lo tanto lo podemos escribir explı́citamente como una fase extra
γ(t)

~
,

que como veremos en la sección 2.6, podemos incorporar en la parte nuclear de la fun-
ción de onda molecular.

2.3. Fuerza de Hellmann-Feynman

Veamos ahora a qué ecuaciones llegamos cuando consideramos que los núcleos no
“ven” a los electrones, sino que “sienten” la influencia de una nube de carga que los
rodea. Comencemos escribiendo la ecuación de Schrödinger para el Hamiltoniano (2.2)
y la función de onda (2.5):

i~
d
dt
|χ(R, t)〉 = −~2

2

∑
k

M
(−1)
k ∇2

R|χ(R, t)〉+ Vr(R)|χ(R, t)〉, (2.34)

donde:
Vr(R) = 〈ϕ(r, t;R)|Hr|ϕ(r, t;R)〉 =

∑
I

(aI(t))
∗ aI(t)VI(R). (2.35)

Veamos ahora una analogı́a desarrollada en 1927 por Erwin Madelung [73] entre las
ecuaciones para la hidrodinámica clásica y la ecuación de Schrödinger [66] que resultará
útil para nuestro análisis. Comencemos escribiendo la parte de la función de onda que
representa al subsistema nuclear en su notación exponencial:

|χ(R, t)〉 = A(R, t) exp

(
i

~
Θ(R, t)

)
, (2.36)

donde tanto A(R, t) como Θ(R, t) son magnitudes reales. Si sustituimos en la ecuación
de Schrödinger para la parte nuclear (2.34) y desacoplamos las partes reales e imagina-
rias en ecuaciones separadas, obtenemos:

Ȧ(R, t) = −1

2

∑
k

M
(−1)
k

[
2∇RA(R, t) · ∇RΘ(R, t) + A(R, t)∇2

RΘ(R, t)
]
, (2.37)

Θ̇(R, t) =
~2

2

∑
k

M
(−1)
k

[
∇2

RA(R, t)

A(R, t)
− 1

~2
(∇RΘ(R, t))2

]
− Vr(R). (2.38)
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Si ahora multiplicamos la ecuación (2.37) por 2A(R, t), podemos escribir:

d
dt
(
A2(R, t)

)
=
∑
k

M
(−1)
k

[
−∇R(A2(R, t)) · ∇RΘ(R, t)− A2(R, t)∇2

RΘ(R, t)
]
. (2.39)

Esta ecuación tiene la forma de la ecuación de continuidad de un flujo. En nuestro
caso se trata del flujo de la densidad de probabilidad A2(R, t), y por lo tanto podemos
identificar aM (−1)

k A2(R, t)∇RΘ(R, t) como la densidad de corriente y a la velocidad como:

Ṙk = M
(−1)
k ∇RΘ(R, t). (2.40)

Si ahora tomamos el lı́mite clásico ~→ 0 en la ecuación (2.38) obtenemos:

Θ̇(R, t) = −
∑
k

1

2
M

(−1)
k (∇RΘ(R, t))2 − Vr(R). (2.41)

Las ecuaciones (2.39) y (2.41) son análogas a las que describen un fluido de partı́cu-
las que no interactúan entre sı́ y que se encuentran bajo la acción del potencial Vr(R).

Sustituyendo la velocidad Ṙk (2.40) en la ecuación (2.41) obtenemos:

Θ̇(R, t) = −1

2

∑
k

MkṘ
2
k − Vr(R) ≡ −E, (2.42)

donde podemos asociar a los dos sumandos del miembro derecho de la primera igualdad
la energı́a cinética de los núcleos y la energı́a potencial bajo la que se encuentran. Como
la suma E de estas dos magnitudes es una constante de movimiento, si derivamos la
ecuación (2.42) respecto al tiempo y aplicamos la regla de la cadena (2.13), obtenemos:

1

2
M
(

2Ṙ · R̈
)

+ Ṙ∇RVr(R) = 0, (2.43)

donde hemos denotado la segunda derivada respecto al tiempo mediante dos puntos
sobre la variable correspondiente y la suma por k está ahora expresada mediante el
producto punto. Sacando factor común Ṙ y notando que MR̈ ≡ Ṗ es el momento clásico,
podemos escribir:

Ṙ ·
(
Ṗ +∇RVr(R)

)
= 0. (2.44)

Hay dos casos triviales en los que se cumple esta ecuación y que no nos interesan.
El primero es el caso de movimiento uniforme Ṙ = 0, que corresponderı́a a desplaza-
mientos de la molécula como un sólido rı́gido. El segundo es aquel caso en que Ṙ y Ṗ
son ortogonales, que corresponde a una generalización del movimiento circular unifor-
me y que, bajo la acción del potencial de interacción hipotético correcto Vr(R), pudiera
provocar rotaciones de la molécula como un sólido rı́gido. Sin embargo, tal potencial de
interacción está muy lejos de ser realista. Una vez desechados estos dos casos, obtene-
mos que:

Ṗ = −∇RVr(R), (2.45)
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La ecuación (2.45) es simplemente la ecuación de Newton y muestra la equivalen-
cia entre la mecánica cuántica y la mecánica clásica en el lı́mite cuando ~ → 0. Si
ahora escribimos explı́citamente a Vr(R) como el valor de expectación del Hamiltoniano
electrónico Hr dado por la ecuación (2.35) y tenemos e cuenta el teorema de Hellmann-
Feynman [74]:

∇R〈ϕ(r, t;R)|Hr|ϕ(r, t;R)〉 = 〈ϕ(r, t;R)|∇RHr|ϕ(r, t;R)〉, (2.46)

obtenemos:
Ṗ + 〈ϕ(r, t;R)|∇RHr|ϕ(r, t;R)〉+

〈∇Rϕ(r, t;R)|Hr|ϕ(r, t;R)〉+ 〈ϕ(r, t;R)|Hr|∇Rϕ(r, t;R)〉 = 0. (2.47)

Teniendo en cuenta según la ecuación (2.5) que |ϕ(r, t;R)〉 es un combinación lineal
de autofunciones |φI(r;R)〉 de Hr, podemos escribir:

Ṗ + 〈ϕ(r, t;R)|∇RHr|ϕ(r, t;R)〉+

∑
I

aI(t)|φI(r;R)〉∇R〈ϕ(r, t;R)|ϕ(r, t;R)〉 = 0, (2.48)

y notando que nuestra base para el subsistema electrónico es ortonormal (2.7), nos que-
da:

∇R〈ϕ(r, t;R)|ϕ(r, t;R)〉 = 0, (2.49)

de donde finalmente obtenemos:

Ṗ = −〈ϕ(r, t;R)|∇RHr|ϕ(r, t;R)〉, (2.50)

que se conoce como fuerza de Hellmann-Feynman.

2.4. Dinámicas Ehrenfest

Para llegar a una expresión más conveniente, tanto desde el punto de vista de la im-
plementación numérica como desde el punto de vista del análisis fı́sico, para el cálculo
de la fuerza que siente el subsistema nuclear, consideremos primero los términos matri-
ciales de la forma:

d
dt
〈φJ(r;R)|Hr|φI(r;R)〉 =

d
dt
VI(R)δIJ , (2.51)

o también:
d
dt
VI(R)δIJ = 〈φJ(r;R)|Ḣr|φI(r;R)〉+

〈φ̇J(r;R)|Hr|φI(r;R)〉+ 〈φJ(r;R)|Hr|φ̇I(r;R)〉, (2.52)
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que aplicando la regla de la cadena (2.13) nos queda:

Ṙ · ∇RVI(R)δIJ = Ṙ ·
(
〈φJ(r;R)|∇RHr|φI(r;R)〉+

〈∇RφJ(r;R)|Hr|φI(r;R)〉+ 〈φJ(r;R)|Hr|∇RφI(r;R)〉
)
. (2.53)

Si ahora tenemos en cuenta que el Hamiltoniano para el subsistema electrónico Hr

es un operador autoadjunto y que por lo tanto tendremos para el tercer sumando:

〈φJ(r;R)|Hr|∇RφI(r;R)〉 = 〈∇RφI(r;R)|Hr|φJ(r;R)〉, (2.54)

entonces:

Ṙ · ∇RVI(R)δIJ = Ṙ ·
(
〈φJ(r;R)|∇RHr|φI(r;R)〉+

〈∇RφJ(r;R)|Hr|φI(r;R)〉+ 〈∇RφI(r;R)|Hr|φJ(r;R)〉
)
, (2.55)

que teniendo en cuenta la naturaleza de nuestra base adiabática (2.4) se puede escribir
como:

Ṙ · ∇RVI(R)δIJ = Ṙ ·
(
〈φJ(r;R)|∇RHr|φI(r;R)〉+

VI(R)〈∇RφJ(r;R)|φI(r;R)〉+ VJ(R)〈∇RφI(r;R)|φJ(r;R)〉
)
, (2.56)

o también:

Ṙ · ∇RVI(R)δIJ = Ṙ ·
(
〈φJ(r;R)|∇RHr|φI(r;R)〉+

VI(R)〈φI(r;R)|∇RφJ(r;R)〉+ VJ(R)〈φJ(r;R)|∇RφI(r;R)〉
)
. (2.57)

Usando la definición de los vectores de acoplamiento no adiabático dIJ(R) (2.12) y
su propiedad de antisimetrı́a (2.21):

Ṙ · ∇RVI(R)δIJ = Ṙ ·
(
〈φJ(r;R)|∇RHr|φI(r;R)〉+

dIJ(R)[VI(R)− VJ(R)]

)
, (2.58)

de donde contemplando solamente los términos no diagonales podemos obtener para
los vectores de acoplamiento no adiabático dIJ(R):

dIJ(R) =
〈φJ(r;R)|∇RHr|φI(r;R)〉

VI(R)− VJ(R)
, (2.59)
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lo que nos indica que el acoplamiento entre dos estados excitados es inversamente pro-
porcional a la diferencia de energı́a entre ellos.

Reagrupando finalmente la ecuación (2.58):

〈φJ(r;R)|Ḣr|φI(r;R)〉 = Ṙ · ∇RVI(R)δIJ − Ṙ · dIJ(R) (VI(R)− VJ(R)) , (2.60)

Por otro lado, multiplicando en ambos miembros de la expresión correspondiente a la
fuerza de Hellmann-Feynman (2.50) por Ṙ y remplazando |ϕ(r, t;R)〉 por su expansión
en la base adiabática (2.5), obtenemos:

Ṗ · Ṙ = −
〈∑

J

aJ(t)|φJ(r;R)〉
∣∣∣∣Ḣr

∣∣∣∣∑
I

aI(t)|φI(r;R)〉
〉
. (2.61)

Finalmente, empleando la ecuación (2.60) y despreciando los casos triviales al igual
que hicimos con (2.44), llegamos a:

Ṗ = −
∑
I

(aI(t))
∗ aI(t)∇RVI(R)−

∑
IJ

(aJ(t))∗ aI(t)dIJ(R) (VI(R)− VJ(R)) . (2.62)

Esta expresión resulta ser mucho más conveniente para ser implementada numérica-
mente que la ecuación (2.50). Para concluir el análisis, veamos su significado fı́sico. Lo
primero que debemos destacar es que la ecuación (2.62) es una consecuencia directa
de la conservación de la energı́a del subsistema nuclear; que es la suma de su energı́a
cinética, y de la energı́a potencial dada por el valor de expectación del Hamiltoniano
electrónico Hr. De esta forma, podemos decir que cada cambio energético en el subsis-
tema electrónico se traduce en un trabajo que éste realiza sobre el subsistema nuclear,
de forma que la energı́a total del sistema se conserva.

Como podemos ver, el primer término de (2.62) representa los cambios energéticos
en los estados adiabáticos |φI(r;R)〉, ponderados por sus poblaciones correspondien-
tes. Mientras que, por su parte, el segundo sumando corresponde a la contribución no
adiabática que representa la variación energética debida a la transferencia de población
entre los estados adiabáticos. De esta forma, el subsistema nuclear evoluciona bajo la
interacción promedio de todas los estados excitados considerados. Las simulaciones que
emplean este esquema para representar la influencia del subsistema electrónico sobre
el nuclear se conocen como dinámicas Ehrenfest (EHR).

2.5. Método de salto de superficies (SH)

Veamos ahora el método de salto de superficies, más conocido por las siglas SH del
inglés surface hopping [17–19]. Esta aproximación considera un solo estado excitado al
calcular la fuerza que actúa sobre el sistema nuclear, y por lo tanto:

Ṗ = −∇RVI . (2.63)
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Esta simplificación implica una reducción importante de los recursos de cómputo ne-
cesarios porque en cada instante de tiempo solo es necesario calcular un único gradiente.
El algoritmo SH además permite que el sistema cambie o ”salte” de superficie. De esta
forma, cuando ocurre un salto cambiamos la superficie con la que calculamos la fuerza
que guı́a a los núcleos atómicos.

Una de las desventajas de este método es que no hay una forma directa de calcular
la probabilidad de salto gIJ del estado I al J , y por lo tanto se emplea una fórmula ad-
hoc. Existen diferentes variantes para esta expresión y en el caso particular de nuestras
simulaciones empleamos el algoritmo conocido por las siglas FSSH del inglés fewest
switches surface hopping [19], que tiene la ventaja de minimizar el número de saltos que
ocurren durante toda la trayectoria.

Supongamos un conjunto de N trayectorias de las cuales en el instante t hay NI en
el estado adiabático I. Teniendo en cuenta que las poblaciones clásicas y cuánticas de-
berı́an ser iguales, y considerando que las poblaciones cuánticas son aproximadamente
las mismas en todas las trayectorias, tendremos que [19]:

NI(t) = σ2
I (t)N, (2.64)

donde σI se define de acuerdo a la ecuación (2.22). Si consideramos solamente a los
estados I y J , el cambio de las poblaciones cuánticas σ2

I (t) en un paso de tiempo ∆t,
se corresponde con cantidades NI→J(t) y NJ→I(t) de trayectorias en las que ocurren
transiciones del estado I al J y viceversa. La cantidad mı́nima de trayectorias que saltan
del estado I al J será:

NI→J(t) = NI(t+ ∆t)−NI(t), (2.65)

por lo que la probabilidad gIJ(t) de que se produzca una transición del estado I al J estrá
dada por:

gIJ(t) =
NI→J(t)

NI(t)
, (2.66)

que teniendo en cuenta la ecuación (2.64) podemos escribir como:

gIJ(t) =
σ2
I (t+ ∆t)− σ2

I (t)

σ2
I

. (2.67)

Si ahora consideramos pasos de tiempo ∆t suficientemente pequeños, multiplicamos
y dividimos el miembro derecho por ∆t y consideramos el cociente incremental como una
derivada respecto al tiempo, obtenemos:

gIJ =
1

σ2
I

∂ (σ2
I )

∂t
∆t. (2.68)

Análogamente, si consideramos más de dos estados excitados, llegaremos a que:∑
J

gIJ =
1

σ2
I

∂ (σ2
I )

∂t
∆t. (2.69)
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Si ahora tenemos en cuenta la ecuación (2.24), obtenemos:

gIJ(t) =
−2σJ(t)σI(t)

σ2
I (t)

cos (θI(t)− θJ(t)) Ṙ · dIJ(R)∆t, (2.70)

o simplemente:

gIJ(t) =
−2σJ(t)

σI(t)
cos (θI(t)− θJ(t)) Ṙ · dIJ(R)∆t. (2.71)

Si organizamos a gIJ(t) en una matriz notaremos que es antisimétrica, por lo que solo
se consideran los saltos del estado I al J cuando el valor correspondiente de gIJ(t) es
positivo. Para estos casos, en cada instante de tiempo de las dinámicas SH, se genera
un número aleatorio ζ uniformemente distribuido entre 0 y 1 y se compara con el valor
de gIJ(t) calculado de acuerdo a la ecuación (2.71) para decidir si en este paso se va a
realizar un salto de la superficie I a la J . Concretamente se salta si se cumple:

Nexc∑
K=1

gIK ≥ ζ, (2.72)

donde, Nexc es el número total de estados excitados que se están considerando. Además,
el estado J hacia el que se realiza el salto es aquel que cumple:

J∑
K=1

gIK < ζ ≤
J+1∑
K=1

gIK , (2.73)

donde aquı́ la sumatoria por los estados se realiza en orden creciente de su energı́a.
En caso de aceptar el salto, se impone la conservación de la energı́a reajustando la

energı́a cinética de los núcleos en la dirección del vector de acoplamiento no adiabáti-
co. Ası́, además de imponer la conservación de la energı́a, se recupera la contribución
no adiabática a la fuerza (2.62), aunque sea solo durante el instante del salto. En este
contexto, puede darse el caso de que el salto sea hacia un estado excitado de mayor
energı́a y que el subsistema nuclear no tenga suficiente energı́a cinética para compen-
sar la variación del subsitema electrónico, por lo que se rechaza el salto. A este tipo de
eventos les llamaremos saltos frustrados o prohibidos. Por otro lado, a los que sı́ ocurren
les llamaremos saltos efectivos.

Las trayectorias de SH por sı́ solas carecen de significado fı́sico y es necesario reali-
zar muchas simulaciones para que el resultado adquiera validez estadı́stica. El valor de
la población de un estado electrónico especı́fico para un instante determinado se calcula
como la fracción de trayectorias del ensemble que están siendo guiadas por ese estado
electrónico en ese instante. A estos valores se les llama poblaciones clásicas, en con-
traste con las poblaciones cuánticas σ2

I (t) que se calculan como promedios sobre todas
las trayectorias.

El método de SH posee una inconsistencia interna debido a discrepancias que apa-
recen en la práctica entre las poblaciones clásicas y las cuánticas. Esto se debe en parte
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a que al subsistema nuclear solo le llega información de la propagación de la ecuación
de Schrödinger dependiente del tiempo (2.15) durante los saltos efectivos, en los que se
modifica la energı́a cinética de los núcleos de acuerdo a la variación de la energı́a en
el subsistema electrónico. Este problema no existe en las dinámicas Ehrenfest porque
los subsistemas nuclear y electrónico están constantemente intercambiando información
directamente a través de la contribución no adiabática de la fuerza (2.62) y el término de
acoplamiento no adiabático (2.14) en la ecuación (2.15).

Con el objetivo de mitigar esta limitación se pueden introducir algunos métodos ad-
hoc de decoherencia [75–84]. Nosotros en particular hemos incluido en todas las simu-
laciones SH presentadas, a no se que especifique explı́citamente lo contrario, el método
de decoherencia instantánea [85]. Esta variante constituye una corrección de bajo costo
computacional al problema de la inconsistencia intrı́nseca de SH que consiste en colap-
sar la función de onda electrónica después de cada salto anulando todos los coeficientes
aI excepto aquel que le corresponde al estado J de llegada, al cual se le asigna el valor
1. De esta forma forzamos a las poblaciones cuánticas que “sigan” a las clásicas y el pro-
blema de la inconsistencia interna desaparece. El método de decoherencia instantánea
también se aplica durante los saltos frustrados. Este procedimiento, a su vez, permite
disminuir el exceso de coherencia en la propagación de los coeficientes electrónicos. A
pesar de esto, las dinámicas SH no logran describir correctamente los fenómenos de
coherencia electrónica que pueden tener lugar durante la relajación no radiativa [71].

A pesar de las desventajas que posee SH, sigue siendo el método más empleado
para la simulación de dinámica molecular en estados excitados porque además de ser
mucho más sencillo conceptualmente y eficiente numéricamente que las demás varian-
tes existentes, es capaz de describir con precisión los diferentes caminos de relajación
vibracional presentes ası́ como sus tiempos caracterı́sticos.

2.6. Método de Ehrenfest Multiconfiguracional (MCE)

Veamos ahora una generalización de las dinámicas de Ehrenfest, conocida como
método de Ehrenfest Multiconfiguracional o MCE de acuerdo a las siglas del inglés Multi-
configurational Ehrenfest [56]. Como su nombre lo indica, este método emplea múltiples
configuraciones que denotaremos con el supraı́ndice n. Cada una de estas configura-
ciones está dada por un conjunto de coordenadas nucleares Rn y los momentos Pn

correspondientes, que siguen dinámicas Ehrenfest guiadas por la fuerza (2.62) para una
función de onda electrónica |ϕ(n)(r, t;R)〉 que es una combinación lineal de funciones de
onda adiabáticas |φ(n)

I (r;R)〉 calculadas para las coordenadas nucleares Rn. Cada con-
figuración se representa mediante una función de onda de la forma (2.5). Por su parte, la
función de onda molecular se escribe como una combinación lineal de las funciones de
onda para las configuraciones consideradas:

|Φ(r,R, t)〉 =
∑
n

cn(t)|Ψn(r,R, t)〉 =
∑
n

cn(t)|χn(R, t)〉
∑
I

a
(n)
I (t)|φ(n)

I (r;R)〉, (2.74)



2.6. MÉTODO DE EHRENFEST MULTICONFIGURACIONAL (MCE) 27

donde los coeficientes cn(t) son números complejos. Esta elección para la expansión
de nuestra función de onda molecular tiene la desventaja de que necesitamos calcular
los dos juegos de coeficientes cn(t) y a(n)

I (t). Sin embargo, posee la enorme ventaja de
que cada configuración n posee su propia función de onda electrónica y por lo tanto se
pueden tratar independientemente. Esto permite el cálculo en paralelo de la estructura
electrónica para cada configuración, lo cual es muy atractivo desde el punto de vista de
la eficiencia numérica.

En nuestro caso, las base |χn(R, t)〉 para la representación del subsistema nuclear
consiste en estados coherentes (CS del inglés Coherent States), que en la representa-
ción de coordenadas son funciones Gaussianas [67]:

|χn(R, t)〉 =

(
2α

π

)Ngl
4

exp

(
−α(R−Rn)2 +

i

~
Pn(R−Rn) +

i

~
γn(t)

)
, (2.75)

donde α es un parámetro que representa el ancho de la función Gaussiana y que hemos
extraı́do de [86], Ngl es el número de grados de libertad del subsistema nuclear y γn(t)
es una fase redundante, que como ya habı́amos dicho en la sección 2.2, consiste en la
parte de la acción clásica S relacionada con la energı́a cinética:

γn(t) =

∫ t

0

Tn(t′)dt′, (2.76)

y por lo tanto:

γ̇n =
Pn · Ṙn

2
. (2.77)

La flexibilidad de la función de onda |Φ(r,R, t)〉 (2.74) nos permite propagar cada
una de las configuraciones |Ψn(r,R, t)〉 como dinámicas Ehrenfest independientes; para
después calcular la interacción entre estas configuraciones mediante la propagación de
la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo para las amplitudes cn(t). Desde el
punto de vista práctico esto constituye una enorme ventaja porque la implementación en
paralelo de las simulaciones puede disminuir en varios órdenes de magnitud el tiempo
total de cálculo.

Para obtener la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo para las amplitudes
de las configuraciones cn(t), comencemos planteando la ecuación para la función de
onda |Φ(r,R, t)〉 (2.74):

i~
d
dt
|Φ(r,R, t)〉 = H|Φ(r,R, t)〉. (2.78)

Si ahora sustituimos la primera igualdad de la ecuación (2.74) y aplicamos a ambos
miembros de la ecuación el operador 〈Φ(r,R, t)|, obtenemos:∑

n

ċn(t)〈Ψm(r,R, t)|Ψn(r,R, t)〉 =

− i
~
∑
n

cn

(
Hmn − i~

〈
Ψm(r,R, t)

∣∣∣∣ d
dt

Ψn(r,R, t)

〉)
, (2.79)
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donde hemos introducido los elementos matriciales:

Hmn = 〈Ψ(r,R, t)|H|Ψ(r,R, t)〉, (2.80)

que se pueden escribir como:

Hmn =
∑
I,J

(
a

(m)
J

)∗
a

(n)
I 〈χm(R, t)φ

(m)
J (r;R)|T +Hr(r;R)|χn(R, t)φ

(n)
I (r;R)〉. (2.81)

Para calcular la parte de Hmn relacionada con la energı́a cinética T del subsistema
nuclear podemos notar que su operador asociado solo actúa sobre el subespacio nuclear,
y por lo tanto:

〈χm(R, t)φ
(m)
J (r;R)|T |χn(R, t)φ

(n)
I (r;R)〉 =〈

χm(R, t)

∣∣∣∣− ~2

2
M (−1)∇2

R

∣∣∣∣χn(R, t)

〉
〈φ(m)

J (r;R)|φ(n)
I (r;R)〉. (2.82)

Los elementos matriciales correspondientes al operador ∇2
R se pueden encontrar en

el apéndice A.3 con la deducción correspondiente.
Por su parte, antes de calcular los elementos matriciales correspondientes a Hr(r;R),

introduzcamos la siguiente aproximación, conocida como desarrollo de Taylor bra-ket pro-
medio o según las siglas BAT del inglés bra-ket averaged Taylor expansion [58,68]:

〈χm(R, t)|B(R)|χn(R, t)〉 ≈ 〈χm(R, t)|χn(R, t)〉
(
B(Rm) +B(Rn)

2

)
+

1

2

(
〈χm(R, t)|(R−Rm)|χn(R, t)〉 [∇RB(R)]R=Rm

+

〈χm(R, t)|(R−Rn)|χn(R, t)〉 [∇RB(R)]R=Rn

)
, (2.83)

donde B(R) es un operador que actúa sobre el subespacio nuclear.
Si ahora empleamos la siguiente aproximación para los elementos matriciales del

operador Hr(r;R):

〈χm(R, t)φ
(m)
J (r;R)|Hr(r;R)|χn(R, t)φ

(n)
I (r;R)〉 ≈

∑
K

〈χm(R, t)|〈φ(m)
J (r;R)|φ(R)

K (r;R)〉VK(R)〈φ(R)
K (r;R)|φ(n)

I (r;R)〉|χn(R, t)〉, (2.84)

donde |φ(R)
I (r;R)〉 son las autofunciones electrónicas en el punto R del subespacio nu-

clear y hemos escrito la relación de clausura para este punto. Si además empleamos la
aproximación BAT (2.83):

〈χm(R, t)φ
(m)
J (r;R)|Hr(r;R)|χn(R, t)φ

(n)
I (r;R)〉 ≈ 1

2

〈
χm(R, t)

∣∣∣∣×
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∑
K

{
〈φ(m)

J (r;R)|φ(m)
K (r;R)〉Hr(r;Rm)〈φ(m)

K (r;R)|φ(n)
I (r;R)〉+

〈φ(m)
J (r;R)|φ(n)

K (r;R)〉Hr(r;Rn)〈φ(n)
K (r;R)|φ(n)

I (r;R)〉+

(R−Rm)〈φ(m)
J (r;R)|φ(m)

K (r;R)〉
[
∇RHr(r;R)〈φ(R)

K (r;R)|φ(n)
I (r;R)

]
R=Rm

+

(R−Rn)〈φ(m)
J (r;R)|φ(n)

K (r;R)〉
[
∇RHr(r;R)〈φ(R)

K (r;R)|φ(n)
I (r;R)

]
R=Rn

}
×∣∣∣∣χn(R, t)

〉
. (2.85)

Si ahora tenemos en cuenta que las funciones adiabáticas son soluciones del Hami-
loniano electrónico Hr(r;R) (2.4) y que además son ortogonales (2.7), obtenemos:

〈χm(R, t)φ
(m)
J (r;R)|Hr(r;R)|χn(R, t)φ

(n)
I (r;R)〉 ≈ 1

2
〈φ(m)

J (r;R)|φ(n)
I (r;R)〉×{

〈χm(R, t)|χn(R, t)〉
[
V

(m)
J (R) + V

(n)
I (R)

]
+

〈
χm(R, t)

∣∣∣∣(R−Rm)∇RV
(m)
J (R)+

(R−Rn)∇RV
(n)
I (R)

∣∣∣∣χn(R, t)

〉}
. (2.86)

Si empleamos ahora las expresiones para los solapamientos nucleares y para los
elementos matriciales de R, que se encuentran respectivamente en los apéndices A.1 y
A.2 con las deducciones correspondientes, obtenemos:

〈χm(R, t)φ
(m)
J (r;R)|Hr(r;R)|χn(R, t)φ

(n)
I (r;R)〉 ≈ 1

2
〈φ(m)

J (r;R)|φ(n)
I (r;R)〉×

〈χm(R, t)|χn(R, t)〉
[
V

(m)
J (R) + V

(n)
I (R)− 1

2
(Rm −Rn)(∇RV

(m)
J (R)−∇RV

(n)
I (R))−

i

4α~
(Pm −Pn)(∇RV

(m)
J (R) +∇RV

(n)
I (R))

]
. (2.87)

Para calcular los elementos matriciales que se originan de la dependencia temporal
de la base en la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo para las amplitudes
de las configuraciones (2.79), comencemos analizando el efecto sobre |Φn(r,R, t)〉 de
aplicar el operador de derivación respecto al tiempo:

d
dt
|Φn(r,R, t)〉 =

d
dt

(
|χn(R, t)〉

)∑
I

a
(n)
I (t)|φ(n)

I (r;R)+

|χn(R, t)〉
(∑

I

ȧ
(n)
I (t)|φ(n)

I (r;R)〉+ a
(n)
I (t)

d
dt
|φ(n)
I (r;R)〉

)
. (2.88)
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Sustituyendo la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo para las amplitudes
adiabáticas (2.15) y aplicando el operador:

〈Φm(r,R, t)| = 〈χm(R, t)|
∑
K

(
a

(m)
K (t)

)∗
〈φ(m)

K (r;R)|, (2.89)

a ambos lados de la ecuación (2.88), obtenemos:

〈Ψm(r,R, t)| d
dt
|Ψn(R, r, t)〉 = 〈χm(R, t)| d

dt
|χn(R, t)〉

∑
I,K

(
a

(m)
K (t)

)∗
a

(n)
I (t)×

〈φ(m)
K (r;R)|φ(n)

I (r;R)〉+ 〈χm(R, t)|χn(R, t)〉
{∑

I,K

[
− i

~
V

(n)
I (R)

(
a

(m)
K (t)

)∗
a

(n)
I (t)−

∑
J

(
a

(m)
K (t)

)∗
a

(n)
J (t)Ṙ · dIJ

]
〈φ(m)

K (r;R)|φ(n)
I (r;R)〉+

∑
I,K

(
a

(m)
K (t)

)∗
a

(n)
I (t)Ṙn · 〈φ(n)

K (r;R)|∇Rn|φ
(n)
I (r;R)〉

}
. (2.90)

Si ahora tomamos una aproximación similar a la de la ecuación (2.84) para los ele-
mentos matriciales: 〈φ(m)

K (r;R)|∇Rn|φ
(n)
I (r;R)〉:

〈φ(m)
K (r;R)|∇Rn|φ

(n)
I (r;R)〉 ≈

∑
J

〈φ(m)
K (r;R)|φ(n)

J (r;R)〉〈φ(n)
J (r;R)|∇Rn|φ

(n)
I (r;R)〉,

(2.91)
donde hemos escrito la relación de clausura (2.8) en la aproximación TDDB para la con-
figuración n. Esta ecuación también se puede escribir como:

〈φ(m)
K (r;R)|∇Rn|φ

(n)
I (r;R)〉 ≈

∑
J

〈φ(m)
K (r;R)|φ(n)

J (r;R)〉dJI(Rn). (2.92)

Sustituyendo en la ecuación (2.90) y notando que los términos que contienen a los
NACT se cancelan, obtenemos que:

〈Ψm(r,R, t)| d
dt
|Ψn(R, r, t)〉 = 〈χm(R, t)| d

dt
|χn(R, t)〉

∑
I,K

(
a

(m)
K (t)

)∗
a

(n)
I (t)×

〈φ(m)
K (r;R)|φ(n)

I (r;R)〉 − i

~
∑
I,K

(
a

(m)
K (t)

)∗
a

(n)
I (t)〈φ(m)

K (r;R)|φ(n)
I (r;R)〉V (n)

I (R), (2.93)

donde:
〈χm(R, t)| d

dt
|χn(R, t)〉 = Ṙn · 〈χm(R, t)|∇Rn|χn(R, t)〉+
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Ṗn · 〈χm(R, t)|∇Pn|χn(R, t)〉+
i

~
γ̇n(t)〈χm(R, t)|χn(R, t)〉. (2.94)

Los elementos matriciales correspondientes a los operadores ∇Rn y ∇Pn se pueden
encontrar respectivamente en los apéndices A.4 y A.5.

En principio, los solapamientos electrónicos se pudieran calcular directamente, pero
resulta más conveniente propagarlos de acuerdo a:

d
dt
〈φ(m)

J (r;R)|φ(n)
I (r;R)〉 = 〈 d

dt
φ

(m)
J (r;R)|φ(n)

I (r;R)〉+ 〈φ(m)
J (r;R)| d

dt
φ

(n)
I (r;R)〉, (2.95)

o también, de acuerdo a la regla de la cadena (2.13):

d
dt
〈φ(m)

J (r;R)|φ(n)
I (r;R)〉 = Ṙm · 〈∇Rmφ

(m)
J (r;R)|φ(n)

I (r;R)〉+

Ṙn · 〈φ(m)
J (r;R)|∇Rnφ

(n)
I (r;R)〉. (2.96)

Si ahora empleamos la misma aproximación que ya hemos usado en (2.84), obtene-
mos:

d
dt
〈φ(m)

J (r;R)|φ(n)
I (r;R)〉 ≈

Ṙm ·
∑
K

〈∇Rmφ
(m)
J (r;R)|φ(m)

K (r;R)〉〈φ(m)
K (r;R)|φ(n)

I (r;R)〉+

Ṙn ·
∑
K

〈φ(m)
J (r;R)|φ(n)

K (r;R)〉〈φ(n)
K (r;R)|∇Rnφ

(n)
I (r;R)〉, (2.97)

y empleando la definición de vector de acoplamiento no adiabático (2.12), obtenemos:

d
dt
〈φ(m)

J (r;R)|φ(n)
I (r;R)〉 ≈ Ṙm ·

∑
K

dJK(Rm)〈φ(m)
K (r;R)|φ(n)

I (r;R)〉+

Ṙm ·
∑
K

dKI(Rn)〈φ(m)
J (r;R)|φ(n)

K (r;R)〉. (2.98)

Para moléculas conjugadas conteniendo docenas de átomos, los estados electróni-
cos pueden presentar variaciones repentinas. El ejemplo tı́pico es el caso de los cruces
triviales no evitables entre dos estados adiabáticos (que es una traducción del inglés de
trivial unavoided crossings) [87]. Para una configuración n dada, durante un cruce trivial
no evitable entre dos estados adiabáticos, sus energı́as comienzan a acercarse hasta
que finalmente se cruzan. De acuerdo a la ecuación (2.59), justo en el instante del cru-
ce, el vector de acoplamiento no adiabático presenta un comportamiento deltaı́co, lo que
provoca que la localización espacial de los dos estados se invierta. La simulación de
este proceso puede ser incorporada directamente en la propagación de la ecuación de
Schödinger dependiente del tiempo para la amplitud de los estados adiabáticos (2.15).
Una vez que ha sido detectado un cruce trivial no evitable entre dos estados, invertimos
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sus poblaciones porque la divergencia del vector de acoplamiento no adiabático garanti-
za una transferencia de población completa entre estos dos estados. También anulamos
cualquier transferencia entre los estados que se cruzan y los demás que no interven-
gan en el cruce para garantizar la conservación de la norma de la función de onda del
subespacio electrónico. Es importante notar que durante estos eventos, los coeficientes
que normalmente se propagan resolviendo numéricamente las ecuaciones (2.31-2.33),
se invierten directamente para evitar cualquier tipo de error numérico proveniente de la
divergencia del vector de acoplamiento no adiabático. Este ardid también debe tenerse
en cuenta al propagar los solapamientos electrónicos de acuerdo a la ecuación (2.98), de
lo contrario presentarı́an discontinuidades artificiales. Por lo tanto los términos matricia-
les de los solapamientos electrónicos entre diferentes configuraciones se intercambian
siempre que ocurra un cruce trivial no evitable.

2.7. El método de clones (AIMC)

La función de onda (2.74) es capaz de describir correctamente cualquier sistema
siempre y cuando la influencia del campo medio de Ehrenfest dado por la ecuación (2.62)
sea representativa de todos los estados adiabáticos considerablemente poblados. Sin
embargo, puede darse el caso en que uno o más de los estados adiabáticos difieran
considerablemente del campo medio y que por lo tanto la fuerza calculada de acuerdo
a la ecuación (2.62) pierda su significado fı́sico. Un ejemplo de tal escenario es cuando
intervienen al mismo tiempo dos o más caminos durante la relajación no radiativa. Para
representar correctamente este escenario, la función de onda deberı́a ser capaz de pre-
sentar bifurcaciones en el espacio de configuraciones. El método MCE en la base TDDB
resulta ideal para implementar un esquema que presente tales funcionalidades.

El método de muestreo de clones conocido como AIMC por sus siglas del inglés Ab-
Initio Multiple Cloning [58–60, 69] consiste precisamente en aumentar el tamaño de la
base para permitir bifurcaciones de la función de onda cuando se cumplen un conjunto
de criterios que cuantifican cuán bien describe el campo medio a las contribuciones de los
estados excitados correspondientes a una configuración determinada. Una vez que se ha
decidido que el campo medio no es una representación fidedigna para una configuración
dada, ésta se sustituye por dos nuevas configuraciones que comparten la misma parte
nuclear de la original pero poseen diferentes contribuciones para los estados excitados,
de forma que en una de las nuevas configuraciones está solamente poblado uno de los
estados mientras que en la otra este mismo estado se encuentra vacı́o y los demás se
reajustan de forma que la norma se conserve. Además, las amplitudes de las nuevas con-
figuraciones se calculan de forma que la función de onda molecular siga siendo continua.
Finalmente, es importante notar que al ampliar el tamaño de la base, las bifurcaciones
de la función de onda permiten recuperar el significado fı́sico del campo medio mientras
que posibilitan una mejor exploración del espacio de configuraciones nuclear.
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2.7.1. Algoritmo de generación de clones

El algoritmo de clones consiste en, una vez que se detecta que el campo medio falla
para describir correctamente la dinámica en una configuración n, sustituir la parte de la
función de onda que representa esta configuración |Ψn(r,R, tc)〉, por una combinación
lineal de otras dos nuevas funciones de onda |Ψn1(r,R, tc)〉 y |Ψn2(r,R, tc)〉 que repre-
sentan a dos nuevas configuraciones y que comparten la misma parte nuclear, pero con
coeficientes electrónicos diferentes:

|Ψn1(r,R, tc)〉 = |χn(R, tc)〉

(
a

(n)
I (tc)

|a(n)
I (tc)|

× |φ(n)
I (r;R)〉+

∑
J 6=I

0× |φ(n)
J (r;R)〉

)
, (2.99)

|Ψn2(r,R, tc)〉 = |χn(R, tc)〉

(
0× |φ(n)

I (r;R)〉+

1√
1− |a(n)

I (tc)|2
×
∑
J 6=I

a
(n)
J (tc)|φ(n)

J (r;R)〉

)
. (2.100)

De esta forma, la configuración |Ψn1(r,R, tc)〉 contiene solamente al estado clonado,
mientras que la configuración |Ψn2(r,R, tc)〉 contiene a los demás estados. Con el objetivo
de que la función de onda molecular se mantenga continua en este instante, debemos
definir las amplitudes correspondientes a las dos nuevas configuraciones de acuerdo a:

cn1(tc) = cn(tc)|a(n)
I (tc)|, (2.101)

y:

cn2(tc) = cn(tc)

√
1− |a(n)

I (tc)|, (2.102)

de donde podemos escribir:

cn(tc)|Ψn(r,R, tc)〉 = cn1(tc)|Ψn1(r,R, tc)〉+ cn2(tc)|Ψn2(r,R, tc)〉. (2.103)

Por lo que podemos decir que hemos sustituido aquella configuración donde el campo
medio no representaba correctamente al estado excitado más poblado I, por dos nuevas
configuraciones; cada una de las cuales está guiada por su propio campo medio y que
con seguridad evolucionarán hacia regiones diferentes del espacio de fases.

2.7.2. Criterios de clones

Veamos ahora los criterios que tenemos en cuenta para decidir cuándo aplicar el
algoritmo de clones.

1. Primer criterio

El objetivo del primer criterio debe ser cuantificar cuán distribuida se encuentra la
parte electrónica de la función de onda en los estados excitados considerados. O
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sea, la población electrónica debe estar distribuida en dos o más estados excitados,
de lo contrario no habrı́a incongruencia alguna entre el campo medio y el único es-
tado poblado. Por otro lado, no tiene sentido explorar las direcciones en el espacio
de configuraciones a las que apunten estados excitados que no estén significativa-
mente poblados, y que por lo tanto no están representados por la función de onda
electrónica.

Para cuantificar la distribución de población en los estados excitados, podemos
introducir el número de participación Wn(t):

Wn(t) =
1

N∑
I=1

∣∣∣∣a(n)
I (t)

∣∣∣∣4
, (2.104)

que es un número real entre 1 y el número total N de superficies de energı́a poten-
cial consideradas. Valores de Wn(t) ≈ 1 indican que toda la población del subsis-
tema electrónico se encuentra concentrada en un único estado excitado, mientras
que valores de Wn(t) ≈ N indican que la población electrónica está distribuida
equitativamente en todos los estados excitados. Por lo tanto, para el primer criterio
impondremos que:

Wn(t) ≥ δ1, (2.105)

donde a δ1 le llamaremos umbral del primer criterio y en nuestro caso considerare-
mos δ1 = 2, que es el valor correspondiente a que haya dos estados electrónicos
significativamente poblados.

2. Segundo criterio

El objetivo del segundo criterio debe ser identificar cuándo la fuerza producida por
el campo medio pierde significado fı́sico, o sea que difiere mucho de las contribu-
ciones individuales de cada uno de los estados. Sin embargo, nosotros solo com-
pararemos el estado más poblado con el campo medio. En caso de que todos los
criterios se cumplan y se proceda a realizar el algoritmo de clones, a este estado
excitado en particular le llamaremos estado excitado clonado o simplemente estado
clonado. Esta imposición, junto con el primer criterio, garantiza que siempre que la
función de onda se bifurque, haya una cantidad de población nuclear significativa
que visite cada una de las dos regiones del espacio de configuraciones hacia las
que apunten los nuevos campos medios.

Una comparación directa de los campos no resulta práctica, ası́ que en vez de
eso compararemos la fuerza F

(n)
max(t) sobre la superficie de energı́a potencial del

estado más poblado, con la fuerza F
(n)
M (t) correspondiente al campo medio pero

obviando completamente el aporte de los NACT. De forma congruente con esto,
en un tercer criterio impondremos que la influencia de los NACT sobre el campo
medio sea pequeña, y ası́ también garantizamos que nuestro algoritmo de clones
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no interrumpa la transferencia natural de población entre estados excitados dada
por la ecuación (2.15). Estas dos fuerzas en cuestión están dadas por:

F(n)
max(t) = −∇RnV

(n)
I (R), (2.106)

F
(n)
M (t) = −

∑
J

(
σ

(n)
J (t)

)2

∇RnV
(n)
J (R). (2.107)

Para comparar estos dos vectores definiremos el siguiente ángulo entre ellos:

θ(n)(t) = arc cos

(
2F

(n)
max(t) · F(n)

M (t)

|F(n)
max(t)|2 + |F(n)

M (t)|2

)
. (2.108)

Para interpretar geométricamente el significado de este ángulo, podemos notar que
en el caso particular en el que ambos vectores tengan el mismo módulo, θ(n)(t)
recupera la definición tradicional de ángulo entre dos vectores. Por otro lado, si
la diferencia modular entre los dos vectores aumenta, entonces θ(n)(t) aumenta
también. De esta forma tenemos en cuenta al mismo tiempo las “diferencias” entre
los módulos y entre las direcciones de ambos vectores en el subespacio nuclear.

Entonces, para nuestro segundo criterio impondremos que:

θ(n)(t) ≥ δ2. (2.109)

El número de clones que genera el algoritmo puede variarse manipulando este
parámetro. Una mayor cantidad de clones implica un mejor muestreo del espacio
de configuraciones pero al mismo tiempo requiere mayor esfuerzo de computación,
ası́ que es necesario llegar a un compromiso. En la mayorı́a de los resultados pre-
sentados en esta tesis hemos empleado δ2 =

π

12
.

3. Tercer criterio

Como ya hemos dicho, el objetivo del tercer criterio debe ser garantizar que los
NACT sean suficientemente pequeños. Ası́, complementamos el segundo criterio
e impedimos la interrupción de la transferencia natural de población entre estados
excitados dada por la ecuación (2.15). Concretamente, impondremos que:

∑
I

∣∣∣∣2σ(n)
I (t)

σ
(n)
M (t)

cos
(
θ

(n)
I (t)− θ(n)

M (t)
)
Ṙ · dIM(R)

∣∣∣∣ ≤ δ3, (2.110)

donde el ı́ndice M representa al estado con mayor población. En los resultados pre-
sentados en esta tesis hemos tomado δ3 = 0,005, a no ser que se indique explı́cita-
mente lo contrario.
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4. Cuarto criterio

En principio, la implementación de estos criterios le proveen al método de dinámica
molecular, mediante una consecución de infinitas bifurcaciones, la capacidad de
una exploración fractal del espacio de configuraciones. Sin embargo, por atractiva
que parezca la idea, tal simulación serı́a imposible debido a los recursos finitos
de cómputo de los que disponemos. Por ello es necesario incorporar un cuarto
criterio de corte que impida un crecimiento exponencial descontrolado del número
de bifurcaciones. Teniendo en cuenta que durante cada bifurcación, la población
que le corresponde a la configuración en cuestión se divide aproximadamente a la
mitad, hemos impuesto la detención del algoritmo después de la cuarta bifurcación,
restringiendo el número total de configuraciones posibles a 24 = 16. En la sección
de resultados se emplearán los criterios y umbrales aquı́ descritos a no ser que se
indique explı́citamente lo contrario.

Entonces, de forma resumida, clonamos cuando hay al menos dos estados suficien-
temente poblados, el gradiente del estado más poblado es suficientemente diferente a la
suma ponderada de los demás gradientes y el estado más poblado está suficientemente
desacoplado de los demás. En los tres casos, suficientemente se especifica de acuerdo
a cada uno de los umbrales para cada uno de los tres criterios. Finalmente, el cuarto
criterio limita el número total de clones impidiendo un crecimiento descontrolado de la
base.

Una de las mayores ventajas del primer y segundo criterio es que resultan ser adi-
mensionales, y por lo tanto los umbrales correspondientes son independientes de la di-
mensión de la molécula en cuestión. Únicamente el tercer criterio resulta depender del
número de estados excitados involucrados, pero el comportamiento de los términos de
acoplamiento no adiabático resulta ser bastante puntiagudo y por lo tanto el valor men-
cionado resultó ser conveniente para un gran número de sistemas de diferentes tamaños
y en los que se consideraron diferentes cantidades de estados.

2.7.3. Cálculo de los solapamientos electrónicos

Veamos ahora un método práctico que constituye una variante a la solución numéri-
ca directa de la ecuación (2.98) para el cálculo de los solapamientos electrónicos en
el caso de dinámicas MCE que contemplen únicamente a la técnica de muestreo de
clones. Concretamente estamos interesados en calcular los términos matriciales de la
forma 〈φ(n)

I (r;R)|φ(m)
J (r;R)〉. Para la deducción de esta técnica resulta conveniente con-

siderar la dependencia explı́cita de los solapamientos electrónicos con el tiempo t, ası́
que escribiremos convenientemente a estos términos matriciales como: 〈φ(n)

I (t)|φ(m)
J (t)〉.

Consideremos que en el instante tc ocurre un evento de clonado y por lo tanto justo en
este instante se cumple que Rm = Rn, por lo que:

|φ(n)
I (tc)〉 = |φ(m)

I (tc)〉. (2.111)
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Consideremos ahora los términos matriciales 〈φ(n)
I (tc)|φ(m)

J (t)〉 donde t > tc. Si tene-
mos en cuenta la ecuación (2.111), entonces:

〈φ(n)
I (tc)|φ(m)

J (t)〉 = 〈φ(m)
I (tc)|φ(m)

J (t)〉. (2.112)

Además, si tenemos en cuenta la relación de clausura (2.8), podemos escribir:

〈φ(n)
I (tc)|φ(m)

J (tc + 2∆t)〉 =
∑
K

〈φ(n)
I (tc)|φ(n)

K (tc + ∆t)〉〈φ(n)
K (tc + ∆t)|φ(m)

J (tc + 2∆t)〉. (2.113)

Esta expresión sobrestima ligeramente los solapamientos electrónicos porque em-
plear un número finito de estados electrónicos provoca que la base no sea estrictamente
completa, sin embargo es una aproximación que está en el orden de las demás aproxi-
maciones de nuestro marco teórico [69]. De forma más general para p ∈ N, aplicando la
relación de clausura 2p − 1, podemos obtener para el solapamiento electrónico entre un
instante de tiempo tc y otro p pasos de tiempo ∆t después:

〈φ(n)
I (tc)|φ(m)

J (tc + p∆t)〉 =
∑
K1

∑
K2

. . .
∑
Kp−1

∑
L

∑
M1

∑
M2

. . .
∑
Mp−1

〈φ(n)
I (tc + p∆t)|×

|φ(n)
Kp−1

(tc + (p− 1)∆t)〉〈φ(n)
Kp−1

(tc + (p− 1)∆t) |×

|φ(n)
Kp−2

(tc + (p− 2)∆t)〉〈φ(n)
Kp−2

(tc + (p− 2)∆t) | . . . |φ(n)
K1

(tc + ∆t)〉〈φ(n)
K1

(tc + ∆t) |×

|φ(n)
L (tc)〉〈φ(n)

L (tc) |φ(m)
M1

(tc + ∆t)〉〈φ(m)
M1

(tc + ∆t) |φ(m)
M2

(tc + 2∆t)〉〈φ(m)
M2

(tc + 2∆t) |×

. . . |φ(m)
Mp−1

(tc + (p− 1)∆t)〉〈φ(m)
Mp−1

(tc + (p− 1)∆t) |φ(m)
J (tc + p∆t)〉. (2.114)

Si ahora notamos que para t = tc se cumple la ecuación (2.111) y por lo tanto:

|φ(n)
L (tc)〉〈φ(n)

L (tc) | = |φ(n)
L (tc)〉〈φ(m)

L (tc) |, (2.115)

que sustituyendo en la ecuación (2.114) nos queda:

〈φ(n)
I (tc)|φ(m)

J (tc + p∆t)〉 =
∑
K1

∑
K2

. . .
∑
Kp−1

∑
L

∑
M1

∑
M2

. . .
∑
Mp−1

〈φ(n)
I (tc + p∆t)|×

|φ(n)
Kp−1

(tc + (p− 1)∆t)〉〈φ(n)
Kp−1

(tc + (p− 1)∆t) |×

|φ(n)
Kp−2

(tc + (p− 2)∆t)〉〈φ(n)
Kp−2

(tc + (p− 2)∆t) | . . . |φ(n)
K1

(tc + ∆t)〉〈φ(n)
K1

(tc + ∆t) |×

|φ(n)
L (tc)〉〈φ(m)

L (tc) |φ(m)
M1

(tc + ∆t)〉〈φ(m)
M1

(tc + ∆t) |φ(m)
M2

(tc + 2∆t)〉〈φ(m)
M2

(tc + 2∆t) |×

. . . |φ(m)
Mp−1

(tc + (p− 1)∆t)〉〈φ(m)
Mp−1

(tc + (p− 1)∆t) |φ(m)
J (tc + p∆t)〉. (2.116)

Esta ecuación significa que para calcular los solapamientos electrónicos basta con te-
ner todos los términos matriciales de la forma 〈φ(n)

I (t)|φ(n)
K (t+∆t)〉 para todos los instantes
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de tiempo t y configuraciones n. Si ahora tenemos en cuenta el operador de propagación
temporal Un(t, t+ ∆t) [88]:

|φ(n)
K (t+ ∆t)〉 = Un(t, t+ ∆t)|φ(n)

K (t+ ∆t)〉, (2.117)

donde:

Un(t, t+ ∆t) = exp+

(
− i
~

∫ t+∆t

t

dτH
el(n)
IK (τ)

)
, (2.118)

y Hel(n)
IK (τ) está dado según la ecuación (2.16). Si ahora hacemos la aproximación:

Un(t, t+ ∆t) ≈ exp

[
−i∆t

2~

(
H
el(n)
IK (t) +H

el(n)
IK (t+ ∆t)

)]
, (2.119)

que es válida para ∆t suficientemente pequeño, obtenemos que:

〈φ(n)
I (t)|φ(n)

K (t+ ∆t)〉 = 〈φ(n)
I (t)| exp

[
−i∆t

2~

(
H
el(n)
IK (t) +H

el(n)
IK (t+ ∆t)

)]
×

|φ(n)
K (t+ ∆t)〉, (2.120)

de donde si notamos que solamente emplearemos los términos no diagonales del Hamil-
toninano Hel(n)

IK , obtenemos finalmente:

〈φ(n)
I (t)|φ(n)

K (t+ ∆t)〉 = exp

[
∆t

2

(
Ṙn(t) · d(n)

IJ (t) + Ṙn(t+ ∆t) · d(n)
IJ (t+ ∆t)

)]
. (2.121)

Ası́, componiendo esta ecuación con (2.116) podemos calcular cualquier elemento
matricial de la forma 〈φ(n)

I (tc)|φ(m)
J (tc + p∆t)〉 sin tener que recurrir a la solución numérica

directa de la ecuación (2.98).

2.8. Cálculo de observables

Para calcular observables, primero debemos proponer un operador asociado a la
magnitud fı́sica que deseamos calcular y luego encontrar el valor de expectación de tal
operador. En este sentido, los operadores propuestos se pueden clasificar de acuerdo al
subespacio sobre el que están definidos.

2.8.1. Observables sobre el subespacio electrónico

Empecemos calculando los valores de expectación de magnitudes fı́sicas cuyos ope-
radores asociados actúan sobre el subespacio electrónico. Supongamos que a la magni-
tud fı́sica N le podemos asociar el operador hermı́tico N̂ tal que:

〈φ(n)
J (r;R)|N̂ |φ(n)

I (r;R)〉 = N
(n)
JI , (2.122)
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donde los elementos matriciales N (n)
JI son reales, y por lo tanto simétricos en los ı́ndices

J e I.
Los valores de expectación de N̂ estarán dados por:

〈N̂〉 = 〈Φ(r,R, t)|N̂ |Φ(r,R, t)〉 =

∑
n,m

(cm(t))∗ cn(t)〈χm(R, t)|χn(R, t)〉
∑
I,J

(
a

(m)
J (t)

)∗
a

(n)
I (t)〈φ(m)

J (r;R)|N̂ |φ(n)
I (r;R)〉.

(2.123)
Para calcular los elementos matriciales del operador N̂ podemos introducir la siguien-

te aproximación: ∑
I,J

〈φ(m)
J (r;R)|N̂ |φ(n)

I (r;R)〉 ≈

∑
I,J,K,L

〈φ(m)
J (r;R)|φ(R)

K (r;R)〉〈φ(R)
K (r;R)|N̂ |φ(R)

L (r;R)〉〈φ(R)
L (r;R)|φ(n)

I (r;R)〉, (2.124)

que a su vez lo aproximaremos como:∑
I,J

〈φ(m)
J (r;R)|N̂ |φ(n)

I (r;R)〉 ≈

1

2

∑
I,J,K,L

{
〈φ(m)

J (r;R)|φ(m)
K (r;R)〉〈φ(m)

K (r;R)|N̂ |φ(m)
L (r;R)〉〈φ(m)

L (r;R)|φ(n)
I (r;R)〉+

〈φ(m)
J (r;R)|φ(n)

K (r;R)〉〈φ(n)
K (r;R)|N̂ |φ(n)

L (r;R)〉〈φ(n)
L (r;R)|φ(n)

I (r;R)〉
}
, (2.125)

que aplicando la relación de ortonormalidad (2.7) y colapsando los subı́ndices de las
deltas de Kronecker, se puede escribir como:∑

I,J

〈φ(m)
J (r;R)|N̂ |φ(n)

I (r;R)〉 ≈ 1

2

∑
I,J

{∑
L

N
(m)
JL 〈φ

(m)
L (r;R)|φ(n)

I (r;R)〉+

∑
K

〈φ(m)
J (r;R)|φ(n)

K (r;R)〉N (n)
KI

}
. (2.126)

Si ahora escribimos las dos sumas del miembro derecho en función del mismo ı́ndice:∑
I,J

〈φ(m)
J (r;R)|N̂ |φ(n)

I (r;R)〉 ≈ 1

2

∑
I,J,K

{
N

(m)
JK 〈φ

(m)
K (r;R)|φ(n)

I (r;R)〉+

〈φ(m)
J (r;R)|φ(n)

K (r;R)〉N (n)
KI

}
. (2.127)
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Si ahora notamos que los elementos matriciales de la suma triple son hermı́ticos,
reagrupando de forma conveniente, podemos escribir:∑

I,J

〈φ(m)
J (r;R)|N̂ |φ(n)

I (r;R)〉 ≈ <

{∑
I,J,K

N
(m)
JK +N

(n)
JK

2
〈φ(m)

K (r;R)|φ(n)
I (r;R)〉

}
, (2.128)

donde < simboliza la parte real.
Si ahora sustituimos en la ecuación (2.123) y tenemos en cuenta la simetrı́a respecto

a los ı́ndices m y n, podemos reagrupar de forma conveniente para obtener:

〈N̂〉 ≈ <
{∑

n,m

(cm(t))∗ cn(t)〈χm(R, t)|χn(R, t)〉×

∑
I,J,K

(
a

(m)
J (t)

)∗
a

(n)
I (t)〈φ(m)

J (r;R)|φ(n)
I (r;R)〉N (n)

JK

}
. (2.129)

Veamos ahora algunos ejemplos. Para calcular el valor de expectación de las pobla-
ciones adiabáticas, podemos introducir el operador de población P̂K(R):

P̂K = |φ(R)
K 〉〈φ

(R)
K |, (2.130)

donde |φ(R)
K 〉 son las autofunciones del Hamiltoniano electrónico Hr(r;R) en el punto

R del espacio de configuraciones nuclear. Los elementos matriciales del operador de
población adiabática serán:

P
(n)
K,JI = 〈φ(n)

J |φ
(n)
K 〉〈φ

(n)
K |φ

(n)
I 〉 = δJKδKI . (2.131)

Sustituyendo en la ecuación (2.129) obtenemos:

〈P̂K〉 = <
{∑

n,m

(cm(t))∗ cn(t)〈χm(R, t)|χn(R, t)〉×

(
a

(m)
K (t)

)∗∑
I

a
(n)
I (t)〈φ(m)

K (r;R)|φ(n)
I (r;R)〉

}
. (2.132)

Calculemos ahora la densidad de transición electrónica producida por la excitación
sobre un fragmento de la molécula. Primeramente tengamos en cuenta que los elemen-
tos matriciales de la densidad de transición electrónica del orbital i al j, correspondientes
al estado adiabático I en la configuración n, se pueden escribir como:(

ρ
(n)
I

)
i,j

= 〈φ(n)
I (r;R)|ĉ†i ĉj|φ(n)

g (r;R)〉, (2.133)

donde ĉ†i y ĉj son respectivamente los operadores de creación y aniquilación que actúan
sobre los orbitales atómicos i y j, mientras que |φ(n)

g (r;R)〉 representa al estado funda-
mental. En particular, los elementos diagonales

(
ρ

(n)
I

)
i,i

representan la densidad electróni-

ca sobre el orbital i producida por la excitación al estado adiabático I. De esta forma, la
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fracción de densidad electrónica sobre un fragmento X en el estado adiabático I será la
suma por todos los orbitales que pertenecen al fragmento en cuestión, normalizada:

ρ
(n)
I,X =

∑
i∈X

(
ρ

(n)
I

)2

i,i∑
i

(
ρ

(n)
I

)2

i,i

, (2.134)

Para calcular la densidad electrónica producida por la excitación sobre el fragmento
X, introduzcamos el operador ρ̂X tal que:

ρ̂X |φ(n)
I (r;R)〉 = ρ

(n)
I,X |φ

(n)
I (r;R)〉. (2.135)

Sustituyendo en la ecuación (2.129) para hallar el valor de expectación correspon-
diente, y teniendo en cuenta la relación de ortonormalidad (2.7), obtenemos:

〈ρ̂X〉 = <
{∑

n,m

(cm(t))∗ cn(t)〈χm(R, t)|χn(R, t)〉×

∑
I,J

(
a

(m)
J (t)

)∗
a

(n)
I (t)〈φ(m)

J (r;R)|φ(n)
I (r;R)〉ρ(n)

I,X

}
. (2.136)

2.8.2. Observables sobre el subespacio nuclear

Veamos ahora algunos ejemplos de magnitudes fı́sicas cuyos operadores asociados
actúan sobre el subespacio nuclear. Empecemos con el operador R̂ij asociado a la dis-
tancia entre los átomos i y j:

R̂ij|χn(R, t)〉 = |R(i) −R(j)||χn(R, t)〉, (2.137)

donde R(i) es la coordenada correspondiente solamente al átomo i. Entonces, el valor
de expectación de este operador será:

〈Rij〉 =
∑
n,m

c∗m(t)cn(t)〈χn(R, t)||R(i) −R(j)||χn(R, t)〉×

∑
I,J

(
a

(m)
J (t)

)∗
a

(n)
I (t)〈φI(r;R)|φJ(r;R)〉 (2.138)

Para calcular los términos matriciales en (2.138) necesitamos introducir una aproxima-
ción. Si tenemos en cuenta que para la mayorı́a de los casos de interés, la fluctuaciones
de la distancia entre los oscilación i y j es mucho menor que la distancia en cuestión;
entonces podemos considerar que:

〈Rij〉 ≈
∣∣∣∣∑
n,m

c∗m(t)cn(t)

(
〈χm(R, t)|R(i)|χn(R, t)〉 − 〈χm(R, t)|R(j)|χn(R, t)〉

)
×
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∑
I,J

(
a

(m)
J (t)

)∗
a

(n)
I (t)〈φI(r;R)|φJ(r;R)〉

∣∣∣∣. (2.139)

Si ahora tenemos en cuenta la expresión para el cálculo de los elementos matriciales
de R en el apéndice A.2, y que las partes imaginarias correspondientes a dichos elemen-
tos matriciales se anulan con la suma doble por los ı́ndices n y m, podemos escribir:

〈Rij〉 ≈ <
{∑

n,m

c∗m(t)cn(t)

∣∣∣∣R(i)
n + R

(i)
m

2
− R

(j)
n + R

(j)
m

2

∣∣∣∣〈χm(R, t)|χn(R, t)〉×

∑
I,J

(
a

(m)
J (t)

)∗
a

(n)
I (t)〈φI(r;R)|φJ(r;R)〉

}
. (2.140)

Otro ejemplo de operadores asociados a magnitudes fı́sicas que deben ser definidos
sobre el subespacio nuclear son los operadores asociados a la probabilidad de ocurren-
cia de un evento, como pueden ser un clon o un cruce trivial no evitable entre dos estados
adiabáticos. Definamos el operador Pe(t) como:

P̂e(t)|χn(R, t)〉 = P (n)
e (t)|χn(R, t)〉, (2.141)

donde P
(n)
e (t) es una variable binaria que toma el valor 1 si el evento e tiene lugar en la

configuración n en el instante t, y de lo contrario toma el valor 0. De esta forma, podemos
decir que la función en el tiempo que describe la probabilidad de que ocurra el evento e
está dada por el valor de expectación 〈P̂e(t)〉, o sea:

〈P̂e(t)〉 = <
{∑

n,m

c∗m(t)cn(t)P (n)
e (t)〈χm(R, t)|χn(R, t)〉×

∑
I,J

(
a

(m)
J (t)

)∗
a

(n)
I (t)〈φI(r;R)|φJ(r;R)〉

}
. (2.142)

Finalmente, hay algunas magnitudes fı́sicas que dependen de uno o más de los es-
tados adiabáticos, pero no de todos, y por lo tanto no se les pueden asociar operadores
que actúen sobre el subespacio electrónico, un ejemplo de tal caso puede ser el vec-
tor de acoplamiento no adiabático entre dos estados o la localización de la densidad de
transición correspondiente a uno solo de los estados adiabáticos. Una forma de resolver
este problema es definir los operadores correspondientes sobre el subespacio nuclear.
Veamos como ejemplo concreto el cálculo del valor de expectación del operador ρ̂K,X
asociado al “fragmento de la densidad de transición del estado adiabático K sobre el
fragmento X de la molécula”:

ρ̂K,X |χn(R, t)〉 = ρ
(n)
K,X |χn(R, t)〉, (2.143)
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donde los autovalores ρ(n)
K,X están dados por la ecuación (2.134). Entonces los valores de

expectación estarán dados por:

〈ρ̂K,X〉 = <
{∑

n,m

c∗m(t)cn(t)ρ
(n)
K,X〈χm(R, t)|χn(R, t)〉×

∑
I,J

(
a

(m)
J (t)

)∗
a

(n)
I (t)〈φI(r;R)|φJ(r;R)〉

}
. (2.144)

2.8.3. Señales espectroscópicas: TRUECARS

La señal TRUECARS, del inglés Transient redistribution of ultrafast electronic cohe-
rences in attosecond Raman signals [89], fue desarrollada especı́ficamente para medir
el paso de sistemas por intersecciones cónicas, que es como se les denomina a aque-
llas regiones del espacio de configuraciones en las que las energı́as de dos estados se
aproximan y el acoplamiento entre ellos crece infinitamente. Detectar experimentalmen-
te cuándo un sistema atraviesa una intersección cónica ha demostrado ser una tarea
elusiva, sin que se hayan logrado mediciones directas de tales eventos, entre otras razo-
nes porque se estima que es un proceso que tiene lugar durante unos pocos femtose-
gundos [90–93]. TRUECARS consiste en una combinación de pulsos de atosegundos o
femtosegundos que se emplean para medir coherencias electrónicas, a diferencia de los
pulsos ópticos tradicionales que se emplean para medir coherencias vibracionales. Es im-
portante notar que las coherencias electrónicas no se crean directamente por los pulsos
aplicados, sino que son generadas internamente debido a la propagación del sistema a
través de la intersección cónica. Solamente pulsos de rayos X contienen los perfiles tem-
porales y espectrales necesarios para implementar esta técnica. Esto es posible gracias
a los modernos láseres de electrones libres FEL, del inglés Free Electron Laser [94,95].

La señal TRUECARS S(w, T ) está dada por [89]:

S(w, T ) = 2=
{∫ ∞

+∞
dteiw(t−T )ε∗0(w)ε1(t− T )〈Ψ|α̂|Ψ〉

}
, (2.145)

donde ε0 y ε1 son las componentes del campo eléctrico de los pulsos de 500 as y 3 fs
respectivamente, w es la frecuencia Raman observada y la polarizabilidad electrónica no
resonante α̂ es la polarizabilidad de transición que describe las transiciones Raman entre
estados de valencia. Es importante notar que las poblaciones electrónicas no contribuyen
aquı́ debido a que no tienen parte imaginaria, lo cual hace a la señal TRUECARS espe-
cialmente útil para medir coherencias electrónicas, que son generalmente blanqueadas
por la contribución de las poblaciones en otros tipos de señales.

Si suponemos que α̂ es independiente de las coordenadas nucleares, entonces su
valor de expectación pasa a ser directamente proporcional a las coherencias electróni-
cas. De forma análoga al cálculo de las poblaciones electrónicas mediante el operador
(2.130), podemos calcular con ayuda del operador P̂KL(R):

P̂K = |φ(R)
K 〉〈φ

(R)
L |, (2.146)
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para el que, análogamente a (2.132) podemos obtener:

〈P̂KL〉 =
1

2

∑
n,m

(cm(t))∗cn(t)〈χm(R, t)|χn(R, t)〉×

×
∑
I

[(
a

(m)
K (t)

)∗
a

(n)
I (t)〈φ(m)

K (r;R)|φ(n)
I (r;R)〉+

+
(
a

(m)
I (t)

)∗
a

(n)
L (t)〈φ(m)

I (r;R)|φ(n)
K (r;R)〉

]
. (2.147)

Teniendo en cuenta que α̂ es solamente un factor multiplicativo [96], el valor exacto
de la señal TRUECARS puede depender de las polarizabilidades empleadas, pero la
señal calculada bajo nuestra aproximación resultará útil para identificar cualitativamente
cuándo y cómo se harán visibles las coherencias electrónicas.

Finalmente, el espectrograma de Wigner W (Tc, wc) de la señal TRUECARS se calcula
mediante:

W (Tc, wc) =

∫
dτS

(
Tc +

τ

2

)
S
(
Tc −

τ

2

)
e−iwcτ , (2.148)

donde S(T ) es la traza temporal de la señal a wR = 0,4 eV . S(T ) oscila con una fre-
cuencia que corresponde a la diferencia de energı́a entre los estados que participan en
la coherencia electrónica, y por lo tanto el espectrograma de Wigner revela la diferencia
de energı́a transiente entre estos estados a lo largo de la dinámica.



Capı́tulo 3

Cálculo de la estructura electrónica

Como ya hemos visto, la aproximación de Born-Oppenheimer nos permite separar los
grados de libertad electrónicos de los nucleares. Ası́ que ahora nos enfocaremos concre-
tamente en resolver la ecuación de Schrödinger (2.4) independiente del tiempo para los
electrones considerando los núcleos atómicos inmóviles. Existen muy pocos casos sen-
cillos en los que esta ecuación puede resolverse analı́ticamente. Ası́ que, normalmente
son necesarios los métodos de solución numérica, que se vuelven muy costosos para
sistemas de muchas partı́culas como los que nos interesan. Además, son necesarias va-
rias aproximaciones intermedias que iremos introduciendo a lo largo de este capı́tulo. Las
soluciones que derivamos no son estrictamente las mismas que las de la ecuación (2.4),
que en principio es general e independiente de las aproximaciones que se hagan, ası́ que
usaremos una notación diferente haciendo alusión a las equivalencias correspondientes
con el capı́tulo 2.

Primeramente, estaremos interesados en encontrar una solución aproximada Φ lo
más parecida posible a Ψ, que representa al estado fundamental de nuestro sistema,
que es aquel con menor energı́a y que no se encuentra entre los estados excitados que
intervienen durante la relajación no radiativa. Con el objetivo de simplificar y diferenciar la
notación con el capı́tulo 2, en este capı́tulo abandonaremos el ı́ndice n correspondiente
a las configuraciones y la coordenadas nucleares R que consideraremos constantes.

Las ecuaciones presentadas en este capı́tulo, y necesarias para los métodos de
dinámica molecular presentados en el capı́tulo 2, se han implementado en el contexto
del paquete computacional NEXMD [46].

3.1. Principio variacional

Supongamos que para un Hamiltoniano electrónico Ĥe, conocemos las soluciones
exactas de la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo:

ĤeΨn = EnΨn, (3.1)

donde ahora el ı́ndice n simplemente numera a las soluciones conocidas Ψn del Hamil-
toniano Ĥe y En son los autovalores correspondientes. Esta ecuación se corresponde en

45
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el capı́tulo 2 con la ecuación (2.4). En el contexto del subsistema nuclear la energı́a En
del subsistema electrónico adquiere el significado de potencial de interacción y por lo
tanto de denota como V (R). Nosotros respetaremos esta diferencia en las notaciones
que existe por motivos históricos, haciendo alusión a las correspondencias cuando sea
conveniente.

Consideremos además que las soluciones de la ecuación (3.1) son infinitas y que
E0 es el menor de los autovalores. Como Ĥe es un operador hermı́tico, sus soluciones
forman una base completa que puede elegirse ortonormalizada:

〈Ψn|Ψm〉 = δnm. (3.2)

Como estas soluciones forman una base completa y cualquier función de onda Φ se
puede expandir en las soluciones exactas:

Φ =
∞∑
n=0

anΨn, (3.3)

donde términos an están normalizados y no los debemos confundir con los coeficientes
de la ecuación (2.5).

El valor de expectación de la energı́a E está dado por:

E = 〈Φ|Ĥe|Φ〉 =
∑
n,m

a∗nam〈Ψn|Ĥe|Ψm〉, (3.4)

que teniendo en cuenta la ortonormalidad de las soluciones Ψn nos queda:

E =
∑
n

a2
nEn ≥

∑
n

a2
nE0 = E0, (3.5)

de donde E ≥ E0. Esto significa que el valor de expectación de la energı́a de cualquier
estado es siempre mayor o igual que E0, que llamaremos energı́a del estado básico o fun-
damental. Este resultado se conoce como principio variacional y nos permite establecer
un criterio para comparar diferentes soluciones aproximadas para el estado fundamental.
O sea, consideraremos mejor solución aproximada a aquella cuyo valor de expectación
de la energı́a sea más próximo al del estado fundamental. Por lo tanto, estaremos intere-
sados en calcular la solución aproximada cuyo valor de expectación de la energı́a sea el
menor posible.

Esto constituye una simplificación considerable del problema original porque en vez
de tener como incógnita la función de onda del estado fundamental y su energı́a corres-
pondiente, podemos proponer una solución aproximada que dependa de un conjunto de
parámetros y calcularlos de forma que se minimice la energı́a.

3.2. La aproximación de Hartree

Ahora buscaremos una solución aproximada Φ para el estado fundamental corres-
pondiente a la ecuación de Shcrödinger independiente del tiempo para un conjunto de N
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electrones:
ĤeΨ = EeΨe, (3.6)

donde el Hamilitoniano Ĥe del sistema de N electrones es una combinación lineal de
operadores de una partı́cula ĥ1 y de dos partı́culas ĥ2:

Ĥe = ĥ0 +
N∑
n=1

ĥ1 (rn) +
1

2

N∑
n6=m=1

ĥ2 (rn, rm) , (3.7)

donde ĥ0 = Vnn es el potencial de interacción entre los núcleos atómicos también conoci-
do como repulsión nuclear, rn se refiere a las coordenadas espaciales del electrón n, ĥ1

es el operador de una partı́cula:

ĥ1 (rn) = − ~2

2me

∇2
rn −

NA∑
a=1

Zakeqe
|Ra − rn|

, (3.8)

siendo me la masa del electrón, NA el número de núcleos atómicos, con Za y Ra sus
números atómicos y posiciones respectivamente, ke la permitividad eléctrica en el vacı́o
y qe la carga del electrón. Además, ĥ2 es el operador que describe la interacción de
Coulomb entre dos electrones:

ĥ2 (r1, r2) =
keqe
|r1 − r2|

. (3.9)

La solución aproximada Φ se encuentra aplicando el método variacional a:

〈Φ|Ĥe|Φ〉 − λ [〈Φ|Φ〉 − 1] , (3.10)

de forma que tenga el mı́nimo valor posible. Aquı́, el multiplicador de Lagrange λ impone
la ligadura de que la función de onda está normalizada. Consideraremos que siempre que
Φ sea una buena aproximación de Ψe, entonces 〈Φ|Â|Φ〉 será una buena aproximación
de 〈Ψe|Â|Ψe〉 [97].

La aproximación de Hartree ofrece una forma de construir la función aproximada Φ
mediante el producto de N funciones que describen a los N electrones ocupando orbita-
les individuales:

Φ (x1,x2, . . .xN) = φ1(x1)φ2(x2) . . . φN(xN), (3.11)

donde xn se refiere tanto a las coordenadas espaciales rn como al espı́n del electrón n, y
φi son las funciones de onda uniparticulares que describen a los orbitales individuales y
que no se deben confundir con los estados excitados de la ecuación (2.5). Además, con-
sideramos que las funciones que describen a los orbitales atómicos son ortonormales:

〈φi|φj〉 = δij. (3.12)

Esta condición implica la incorporación de N(N−1)
2

nuevas ligaduras, que se pueden
agregar en el método variacional mediante la siguiente función F :

F = 〈Φ|Ĥe|Φ〉 −
∑
i,j

λij [〈φi|φj〉 − δij] , (3.13)
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que debe ser mı́nima. Por lo tanto al sustituir φk (r) por φk (r) + δφk (x) se debe cumplir
que δF = 0.

En la mayorı́a de los casos, la aproximación de Hartree no resulta suficientemente
buena porque no contempla la antisimetrı́a que debe cumplir la función de onda Φ para
un sistema de fermiones como son los electrones.

3.3. El método de Hartree-Fock

Hasta ahora habı́amos trabajado en el espacio de Hilbert, que es el espacio corres-
pondiente a todas las funciones de onda cuadrado integrables. Ahora restringiremos
nuestro estudio al espacio de Fock, que es un subespacio del espacio de Hilbert en
el cual, además se exige que las funciones de onda sean antisimétricas respecto a las
permutaciones de los electrones. Ası́ que propondremos para Φ la siguiente función:

Φ (x1,x2, . . . ,xN) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
φ1 (x1) φ2 (x1) . . . φN (x1)
φ1 (x2) φ2 (x2) . . . φN (x2)

...
... . . . ...

φ1 (xN) φ2 (xN) . . . φN (xN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (3.14)

que se conoce como determinante de Slater. Una forma abreviada de escribir esta ex-
presión es:

Φ =
1√
N !

N !∑
i=1

(−1)P (i)φi1 (x1)φi2 (x2) . . . φiN (xN) , (3.15)

donde P (i) representa el número de permutaciones por pares y la suma se realiza por
todas las posibles permutaciones.

Antes de poder aplicar el método variacional necesitamos dos tipos de valores de
expectación: correspondientes a operadores de una partı́cula y dos partı́culas. Comen-
cemos analizando el caso de los operadores de una partı́cula:

Â =
N∑
n=1

â1(n), (3.16)

donde â1(n) actúa solo sobre el n-ésimo electrón. Entonces el valor de expectación estará
dado por:

〈Φ|Â|Φ〉 =
1

N !

〈 N !∑
j=1

(−1)P (j)φj1 (x1)φj2 (x2) . . . φjN (xN)

∣∣∣∣ N∑
n=1

â1(n)×

∣∣∣∣ N !∑
i=1

(−1)P (i)φi1 (x1)φi2 (x2) . . . φiN (xN)

〉
. (3.17)
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Como las funciones φi son ortogonales por construcción, aquellos términos de esta
suma para los que las permutaciones en el bra y en el ket sean diferentes se anulan,
por lo que solo sobreviven los N ! términos tales que P (j) = P (i). Si además tenemos en
cuenta que 〈φi|φi〉 = 1 y sumamos por los N ! términos que sobreviven para cada electrón
n, obtenemos:

〈Φ|Â|Φ〉 =
N∑
i=1

〈φi|â1|φi〉, (3.18)

de donde el valor de expectación para operadores de una partı́cula es simplemente la
suma de las contribuciones independientes por todos los orbitales.

Veamos ahora el caso de operadores de dos partı́culas:

Â =
1

2

N∑
n6=m=1

â2(n,m), (3.19)

donde ahora â2(n,m) actúa sobre los electrones n y m. El valor de expectación de Â en
este caso estará dado por:

〈Φ|Â|Φ〉 =
1

N !

〈 N !∑
j=1

(−1)P (j)φj1 (x1)φj2 (x2) . . . φjN (xN)

∣∣∣∣12
N∑

n6=m=1

â2(n,m)×

∣∣∣∣ N !∑
i=1

(−1)P (i)φi1 (x1)φi2 (x2) . . . φiN (xN)

〉
. (3.20)

De forma similar al caso de operadores de una partı́cula, las permutaciones del bra
y el ket deben ser iguales para los términos de la suma que sobreviven, con excepción
de aquellas permutaciones que son solo diferentes para n y m, que en este caso tam-
bién sobreviven y además cumplen que (−1)(P (i)P (j)) = −1. Si tenemos en cuenta que
sobreviven N ! términos de cada tipo, obtenemos que:

〈Φ|Â|Φ〉 =
1

2

N∑
i,j=1

[〈φiφj|â2|φiφj〉 − 〈φjφi|â2|φiφj〉] , (3.21)

donde para aliviar la notación hemos quitado la dependencia explı́cita con las variable
electrónicas xi.

Teniendo en cuenta que los elementos tales que i = j se anulan, nos queda:

〈Φ|Â|Φ〉 =
1

2

N∑
i 6=j=1

[〈φiφj|â2|φiφj〉 − 〈φjφi|â2|φiφj〉] . (3.22)

Si empleamos las expresiones derivadas para los operadores de una y dos partı́culas,
entonces podemos escribir para el valor de expectación de la energı́a:

〈Φ|Ĥe|Φ〉 =
N∑
i=1

〈φi|ĥ1|φi〉+
1

2

N∑
i 6=j=1

[
〈φiφj|ĥ2|φiφj〉 − 〈φjφi|ĥ2|φiφj〉

]
. (3.23)
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Veamos ahora el efecto de variar la función de onda que describe el orbital k: φk →
φk + δφk sobre la variación de los valores de expectación de una y dos partı́culas. Co-
mencemos con el operador genérico â1 que actúa sobre una partı́cula.

δ〈Φ|Â|Φ〉 = 〈φk + δφk|â1|φk + δφk〉 − 〈φk|â1|φk〉, (3.24)

donde hemos tenido en cuenta que todos los demás términos diferentes de k se cancelan
porque corresponden a orbitales que no sufren variación. Despreciando los términos de
segundo orden en δφk obtenemos:

δ〈Φ|Â|Φ〉 ≈ 〈φk|â1|δφk〉+ 〈δφk|â1|φk〉. (3.25)

Considerando ahora que â1 es un operador hermı́tico:

δ〈Φ|Â|Φ〉 ≈ 〈δφk|â1|φk〉∗ + 〈δφk|â1|φk〉. (3.26)

De forma análoga, busquemos la variación para el valor de expectación de operadores
de dos partı́culas cuando variamos la función de onda que describe al orbital k:

δ〈Φ|Â|Φ〉 = δ

{
1

2

N∑
i 6=j=1

[〈φiφj|â2|φiφj〉 − 〈φjφi|â2|φiφj〉]

}
, (3.27)

que expandiendo y omitiendo los términos que no se modifican por la variación y que por
lo tanto desaparecen, nos queda:

δ〈Φ|Â|Φ〉 =

1

2

N∑
i=1

[〈φi (φk + δφk) |â2|φi (φk + δφk)〉 − 〈(φk + δφk)φi|â2|φi (φk + δφk)〉] +

1

2

N∑
j=1

[〈(φk + δφk)φj|â2| (φk + δφk)φj〉 − 〈φj (φk + δφk) |â2| (φk + δφk)φj〉]−

1

2

N∑
i=1

[〈φiφk|â2|φiφk〉 − 〈φkφi|â2|φiφk〉]−
1

2

N∑
j=1

[〈φkφj|â2|φkφj〉 − 〈φjφk|â2|φkφj〉] . (3.28)

Si ahora despreciamos los términos cuadráticos en δk:

δ〈Φ|Â|Φ〉 ≈

1

2

N∑
i=1

[〈φiδφk|â2|φiφk〉+ 〈φiφk|â2|φiδφk〉 − 〈δφkφi|â2|φiφk〉 − 〈φkφi|â2|φiδφk〉] +

1

2

N∑
j=1

[〈δφkφj|â2|φkφj〉+ 〈φkφj|â2|δφkφj〉 − 〈φjδφk|â2|φkφj〉 − 〈φjφk|â2|δφkφj〉] . (3.29)
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Los operadores de dos partı́culas que aparecen en nuestro Hamiltoniano electrónico
He corresponden a las interacciones de Coulomb y por lo tanto son simétricos respec-
to a las coordenadas electrónicas sobre las que operan, ası́ que cumplen la siguiente
propiedad:

〈φ1φ2|â2|φ3φ4〉 = 〈φ2φ1|â2|φ4φ3〉, (3.30)

que si la tenemos en cuenta dentro de la suma por el ı́ndice j de la ecuación (3.29),
obtenemos:

δ〈Φ|Â|Φ〉 =

N∑
i=1

[〈φiδφk|â2|φiφk〉+ 〈φiφk|â2|φiδφk〉 − 〈δφkφi|â2|φiφk〉 − 〈φkφi|â2|φiδφk〉] , (3.31)

y considerando que estamos trabajando con operadores hermı́ticos, finalmente nos que-
da:

δ〈Φ|Â|Φ〉 =

N∑
i=1

[〈φiδφk|â2|φiφk〉+ 〈φiδφk|â2|φiφk〉∗ − 〈δφkφi|â2|φiφk〉 − 〈δφkφi|â2|φiφk〉∗] , (3.32)

donde el asterisco denota complejo conjugado.
Ahora podemos calcular el resultado sobre la función F dada por la ecuación (3.13),

al variar el orbital φk:

δF = 〈δφk|ĥ1|φk〉+ 〈δφk|ĥ1|φk〉∗+
N∑
i=1

[
〈φiδφk|ĥ2|φiφk〉+ 〈φiδφk|ĥ2|φiφk〉∗ − 〈δφkφi|ĥ2|φiφk〉 − 〈δφkφi|ĥ2|φiφk〉∗

]
−

N∑
i=1

[λik〈δφk|φi〉+ 〈δφk|φi〉∗] , (3.33)

donde los términos de la última sumatoria se han calculado de forma análoga a los an-
teriores y además hemos tenido en cuenta que la variación de ĥ0 es nula. Si ahora,
escribimos esta expresión de forma integral, tomando a x1 como la variable de integra-
ción para las integrales de un solo electrón y a x1 y x2 como las variables de integración
para las integrales de dos electrones; y agrupamos los términos de la forma δφk (x1) dx1

y δφ∗k (x1) dx1, notamos que para que δF = 0 deben cumplirse las siguientes dos ecua-
ciones:

N∑
i=1

λkiφi (xi) = ĥ1φk (x1) +

N∑
i=1

{∫
φ∗i (x2) ĥ2 [φi (x2)φk (x1)] dx2 −

∫
φ∗i (x2) ĥ2 [φi (x1)φk (x2)] dx2

}
, (3.34)
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N∑
i=1

λikφ
∗
i (xi) = ĥ1φ

∗
k (x1) +

N∑
i=1

{∫
φi (x2) ĥ2 [φ∗i (x2)φ∗k (x1)] dx2 −

∫
φi (x2) ĥ2 [φ∗i (x1)φ∗k (x2)] dx2

}
. (3.35)

Con el objetivo de simplificar la notación, comúnmente se introducen los operadores
de coulomb Ĵi y de intercambio K̂i de acuerdo a la ecuación (3.34):

Ĵi =

∫
φ∗i (x2) ĥ2 [φi (x2)φk (x1)] dx2, (3.36)

K̂i =

∫
φ∗i (x2) ĥ2 [φi (x1)φk (x2)] dx2, (3.37)

que teniendo en cuenta la forma explı́cita del operador ĥ2, toman la forma:

Ĵiφk (x1) = keqe

∫
|φi (x2)|2

|r2 − r1|
dx2φk (x1) , (3.38)

K̂iφk (x1) = keqe

∫
φ∗i (x2)φk (x2)

|r2 − r1|
dx2φi (x1) . (3.39)

Por lo tanto, tendremos que:

N∑
i=1

λkiφi =

[
ĥ1 +

N∑
i=1

(
Ĵi − K̂i

)]
φk, (3.40)

N∑
i=1

λikφi =

[
ĥ1 +

N∑
i=1

(
Ĵi − K̂i

)∗]
φ∗k, (3.41)

donde, si conjugamos una de estas dos ecuaciones y le restamos la otra, podemos notar
que λik forma una matriz hermı́tica.

El operador de Coulomb Ĵi describe las interacciones electrostáticas entre las distri-
buciones de carga correspondientes a los orbitales i y k, mientras que el operador de
intercambio K̂i es una consecuencia de la antisimetrı́a de los electrones como fermiones
y no tiene análogo clásico.

Definamos ahora el operador F̂ :

F̂ = ĥ1 +
N∑
i=1

(
Ĵi − K̂i

)
, (3.42)

que se conoce como operador de Fock y es hermı́tico porque los operadores que lo
componen también lo son. En función de F̂ , obtenemos:

F̂ φk =
N∑
i=1

λkiφi, (3.43)
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que es la conocida ecuación de Hartree-Fock. A pesar de que tiene muchas soluciones,
[97] nosotros nos concentraremos en las soluciones de la forma:

λki = δkiεk, (3.44)

por lo que la ecuación de Hartree-Fock nos queda:

F̂ φk = εkφk, (3.45)

que es un problema de autovalores y autovectores similar a la ecuación de Schrödinger
independiente del tiempo. Sin embrago, hay diferencias importantes que debemos des-
tacar. A diferencia de la ecuación de Scrödinger independiente del tiempo, esta es una
ecuación para el electrón k solamente. La información de la interacción con los demás
electrones está contenida en los operadores de Coulomb Ĵi y de intercambio K̂i. Por
lo que este problema consiste un sistema de ecuaciones integro-diferenciales que en la
mayorı́a de los casos no puede solucionarse analı́ticamente y debe resolverse numérica-
mente y de forma autoconsistente.

3.4. Teorema de Koopmans

Como ya vimos en la ecuación (3.23), el valor de expectación de la energı́a EHF del
sistema de N electrones, está dada por:

EHF = 〈Φ|Ĥe|Φ〉 =
N∑
k=1

〈φk|ĥ1|φk〉+
1

2

N∑
k,l

[
〈φkφl|ĥ2|φkφl〉 − 〈φlφk|ĥ2|φkφl〉

]
. (3.46)

Veamos ahora que pasa si consideramos un número diferente de electrones. Si pre-
multiplicamos la ecuación Hartree-Fock (3.45) por φ∗k, integramos y sumamos por k:

N∑
k=1

〈φk|F̂ |φk〉 =
N∑
k=1

εk. (3.47)

Si ahora desarrollamos el miembro izquierdo, obtenemos que:

N∑
k=1

εk =
N∑
k=1

〈φk|ĥ1|φk〉+
N∑

k,l=1

[
〈φkφl|ĥ2|φkφl〉 − 〈φlφk|ĥ2|φkφl〉

]
, (3.48)

y por lo tanto podemos escribir la energı́a EHF como:

EHF =
N∑
k=1

εk −
1

2

N∑
k,l=1

[
〈φkφl|ĥ2|φkφl〉 − 〈φlφk|ĥ2|φkφl〉

]
. (3.49)
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Si ahora comparamos la energı́a del sistema quitando un electrón del orbital n o agre-
gando un electrón al orbital m, obtenemos que:

EHF (N − 1)− EHF (N) = εn, (3.50)

EHF (N + 1)− EHF (N) = εm. (3.51)

Estas ecuaciones son válidas si no consideramos los cambios en los orbitales produ-
cidos por modificar el número de electrones y se conocen como Teorema de Koopmans.
La ecuación de HF generalmente tiene un número de soluciones mayor que el número
de electrones N . El Teorema de Koopmans nos permite interpretar los autovalores εk del
operador de Fock F̂ como la energı́a asociada a que un electrón esté ocupando el orbital
representado por |φk〉. A su vez, nos permite elegir solamente los N autovalores más
pequeños cuando nos proponemos resolver la ecuación de Hartree-Fock para encon-
trar la solución correspondiente al estado fundamental y asociar a los estados excitados
cualquier otra elección.

3.5. El método de Hartree-Fock-Roothaan

La ecuación de Hartree-Fock (3.45) sigue teniendo el problema de que los orbitales
|φk〉 no son conocidos y deben calcularse junto con los autovalores εk. Una forma de
lidiar con este problema es proponer los orbitales |φk〉 como una combinación lineal de
Nb funciones conocidas:

φl (x) =

Nb∑
p=1

cplχp (x) . (3.52)

A las funciones χp (x) se les llama orbitales atómicos y no se deben confundir con
los estados coherentes para la descripción de la parte nuclear de la función de onda
dada por la ecuación (2.5) para una configuración determinada. Por su parte, a φl (x) se
les llama orbitales moleculares. Esta aproximación simplifica enormemente el problema
porque pasamos de tener como incógnitas a los número reales cpl en vez de las funciones
continuas φl (x). Si sustituimos en la función F , obtenemos:

F =
N∑
i=1

Nb∑
m,n=1

c∗micni〈χm|ĥ1|χn〉+

1

2

N∑
i,j=1

Nb∑
m,n,q,r=1

c∗micnic
∗
qjcrj

[
〈χmχq|ĥ2|χnχr〉 − 〈χqχm|ĥ2|χnχr〉

]
−

N∑
i,j=1

λij

[
Nb∑

m,n=1

c∗micnj〈χm|χn〉 − δij

]
, (3.53)
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mientras que la condición δF = 0 pasa a ser:

∂F

∂cpl
=

∂F

∂c∗pl
= 0. (3.54)

Repitiendo el desarrollo que hicimos para las ecuaciones de Hartree-Fock, podemos
llegar a:

εl

Nb∑
m=1

〈χp|χm〉cnl =

Nb∑
m=1

{
〈χp|ĥ1|χm〉+

N∑
i=1

Nb∑
n,q=1

cnic
∗
qi

[
〈χpχq|ĥ2|χmχn〉 − 〈χqχp|ĥ2|χmχn〉

]}
cml. (3.55)

Esta ecuación se puede escribir de forma matricial:

F · cl = εl ·O · cl, (3.56)

donde O es la matriz de solapamiento entre orbitales atómicos:

Opm ≡ 〈χp|χm〉, (3.57)

y cl es un vector que contiene los coeficientes correspondientes al orbital molecular φl. La
ecuación (3.56) es un problema generalizado de autovalores y autovectores y se conoce
como ecuación de Hartree-Fock-Roothaan. Las solución de este problema nos devuelve
un número Nb de orbitales moleculares φl linealmente independientes. Sin embargo, solo
los N primeros ordenados energéticamente aparecen en la suma por i de la ecuación
(3.55) y se dice que son los orbitales moleculares ocupados para el cálculo de la función
de onda del estado fundamental.

3.6. El método de Hartree-Fock-Roothaan restringido

El espı́n total de un sistema de N electrones es una magnitud fı́sica que puede em-
plearse para comprobar la validez de una solución aproximada para la función de onda
o para imponer nuevas restricciones a la solución [64]. Consideremos el cuadrado del
espı́n total Ŝ2:

Ŝ2 = Ŝ2
x + Ŝ2

y + Ŝ2
z , (3.58)

donde los términos del miembro derecho son una suma sobre las contribuciones indivi-
duales del espı́n de cada electrón i:

Ŝx =
N∑
i=1

ŝi,x, (3.59)

Ŝy =
N∑
i=1

ŝi,y, (3.60)
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Ŝz =
N∑
i=1

ŝi,z. (3.61)

Primero, resulta conveniente introducir los operadores de escalera:

Ŝ+ = Ŝx + iŜy, (3.62)

Ŝ− = Ŝx − iŜy. (3.63)

También tendremos en cuenta que para un autoestado de espı́n ΘS,M se cumple que:

Ŝ2ΘS,M = S (S + 1) ΘS,M , (3.64)

ŜzΘS,M = MΘS,M , (3.65)

donde S y M son los números cuánticos de espı́n y proyección de espı́n. Por lo tanto
tendremos que:

Ŝ+ΘS,M =
√

(S +M + 1) (S −M)ΘS,M+1, (3.66)

Ŝ−ΘS,M =
√

(S −M + 1) (S +M)ΘS,M−1. (3.67)

Con estos operadores podemos escribir:

Ŝ2 = Ŝ+Ŝ− − Ŝz + Ŝ2
z = Ŝ−Ŝ+ + Ŝz + Ŝ2

z , (3.68)

donde debemos tener en cuenta que los operadores de escalera Ŝ+ y Ŝ− no conmutan.
Escribamos ahora la ecuación (3.15) incluyendo explı́citamente la dependencia del espı́n
y asumiendo que tenemos n orbitales con espı́n α = 1

2
y m con espı́n β = −1

2
.

Φ =
1√
N !

N !∑
i=1

(−1)P (i) φ+
1 (ri1)α (i1)φ+

2 (ri2)α (i2) . . . φ+
n (rin)α (in)×

φ−1
(
rin+1

)
β (in+1)φ−2

(
rin+2

)
β (in+2) . . . φ−m (riN ) β (iN) , (3.69)

donde ahora las funciones φ+
i y φ−i le corresponden respectivamente a electrones con

espı́n positivo y negativo y por lo tanto dependen solamente de las posiciones espaciales.
Además debe cumplirse que:

n+m = N. (3.70)

La función de onda exacta que describe al sistema de N electrones es autofunción
del operador Ŝ2. Sin embargo, esto no tiene por qué cumplirse para nuestra solución
aproximada Φ. Para Ŝz, por ejemplo, tenemos que:

ŜzΦ =
n−m

2
Φ, (3.71)
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y por lo tanto nuestra solución propuesta es una autofunción del operador Ŝz para cual-
quier forma que elijamos de los orbitales. Por simplicidad, veamos ahora el caso de dos
electrones donde además n = m = 1. Entonces Φ es una autofunción de Ŝz con autovalor
0 al igual que Ŝ2

z . Para Ŝ+ tendremos que:

Ŝ+Φ = (ŝ1,+ + ŝ2,+)
1√
2

(
φ+

1 (r1)α(1)φ−1 (r2) β(2)− φ+
1 (r2)α(2)φ−1 (r1) β(1)

)
, (3.72)

donde, si tenemos en cuenta que:
ŝ+α = 0, (3.73)

y que:
ŝ+β = α, (3.74)

obtenemos que:

Ŝ+Φ =
1√
2

(
−φ+

1 (r2)α(2)φ−1 (r1)α(1) + φ+
1 (r1)α(1)φ−1 (r2)α(2)

)
. (3.75)

Si ahora aplicamos el operador Ŝ− por la izquierda, obtenemos que:

Ŝ−Ŝ+Φ = (ŝ1,− + ŝ2,−)
1√
2

(
−φ+

1 (r2)α(2)φ−1 (r1)α(1) + φ+
1 (r1)α(1)φ−1 (r2)α(2)

)
, (3.76)

que teniendo en cuenta que:
ŝ−α = β, (3.77)

y que
ŝ−β = 0, (3.78)

nos queda:

Ŝ−Ŝ+Φ =
1√
2

(
− φ+

1 (r2)α(2)φ−1 (r1) β(1) + φ+
1 (r1) β(1)φ−1 (r2)α(2)−

φ+
1 (r2) β(2)φ−1 (r1)α(1) + φ+

1 (r1)α(1)φ−1 (r2) β(2)

)
. (3.79)

Si ahora notamos que cuando m = n se cumple que Ŝ2 = Ŝ−Ŝ+ porque ŜzΦ = Ŝ2
zΦ =

0, entonces obtenemos que Φ es autonfunción de Ŝ2 solo si se cumple que:

φ+
1 = φ−1 . (3.80)

Análogamente, en el caso en que:

n = m =
N

2
, (3.81)

podemos probar que Φ es una autofunción de Ŝ2 si:

φ+
i = φ−i . (3.82)
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El caso en que se cumple la ecuación (3.81) y suponemos que se cumple la ecuación
(3.82) se conoce como aproximación de Hartree-Fock(-Roothaan) restringida y es am-
pliamente la más utilizada [97]. En este contexto, la ecuación de Hartree-Fock-Roothaan
puede simplificarse teniendo en cuenta que las funciones α y β son ortonormales y rea-
lizando todas las integraciones y sumatorias por las variables de espı́n:

εl

Nb∑
m=1

〈χp|χn〉cml =

Nb∑
m=1

{
〈χp|ĥ1|χm〉+

N
2∑
i=1

Nb∑
n,q=1

cnic
∗
qi

[
2〈χpχq|ĥ2|χmχn〉 − 〈χqχp|ĥ2|χmχn〉

]}
cml, (3.83)

donde ahora las Nb funciones base se suponen dependientes únicamente de las coorde-
nadas nucleares. Nosotros además consideraremos que N es un número par y que los
orbitales geométricamente iguales siempre están los dos ocupados o desocupados. Esta
condición se conoce como closed shell.

3.7. Estados excitados

El método de Hartree-Fock-Roothaan nos provee de un conjunto de orbitales mole-
culares. Inicialmente, no sabemos cuáles de estos orbitales deben estar ocupados para
representar al estado fundamental Φ0. Ası́ que, a medida que se van calculando, se van
eligiendo aquellos N que tienen menor energı́a de acuerdo al teorema de Koopmans
para el cálculo del campo autoconsistente. Una vez convergido, se toman estos mismos
N primeros para describir al estado fundamental Φ0. Por otro lado, podemos representar
un estado excitado considerando un conjunto de orbitales moleculares diferentes a los
que consideramos para Φ0. Este proceso se representa matemáticamente mediante los
operadores de aniquilación â†ν y creación ân. Suponiendo que la configuración del estado
fundamental viene dada por el determinante de Slater:

Φ0 = |φ1, φ2, . . . , φN |, (3.84)

que si le aplicamos el operador de aniquilación ân con n ≤ N nos queda:

ânΦ0 = |φ1, φ2, . . . , φn−1, φn+1 . . . , φN |, (3.85)

donde decimos que ân remueve un electrón del orbital n. Análogamente, si el operador
de creación â†ν actúa sobre cnΦ0, con ν > N :

â†ν ânΦ0 = |φ1, φ2, . . . , φn−1, φn+1 . . . , φN , φν |, (3.86)

donde decimos que el operador â†ν coloca un electrón en el orbital ν.
Sobre el estado fundamental Φ0 pueden actuar más de un par de operadores de crea-

ción y aniquilación, representando a más de un electrón que pasa de un orbital ocupado
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en el estado fundamental Φ0 a un orbital desocupado. Los determinantes de Slater sue-
len clasificarse de acuerdo a este número de electrones que cambian de orbital. Esto
es: singles (un electrón), doubles (dos electrones), triples (tres electrones) y quadruples
(cuatro electrones).

3.8. Configuración de interacciones

En una base suficientemente grande, la función de onda de Hartree-Fock para el
estado fundamental Φ0 representa un 99 % de la energı́a total, pero el 1 % restante ge-
neralmente es muy importante para describir fenómenos quı́micos [98]. Con el objetivo
de encontrar una función de onda del estado fundamental Φ0 con una energı́a menor,
siendo por lo tanto una mejor aproximación de acuerdo al principio variacional, podemos
generalizar el método de Hartree-Fock considerando a la función de onda del estado
fundamental Φ0 como una combinación lineal de determinantes de Slater:

ΦCI = a0ΦHF +
∑
S

aSΦS +
∑
D

aDΦD +
∑
T

aTΦT + . . . =
∑
i=0

aiΦi, (3.87)

donde a0 generalmente es cercano a 1, ΦHF es la función de onda del estado fundamental
calculada con la aproximación de Hartree-Fock y los subı́ndices S, D y T se refieren a
determinantes singles, doubles y triples. Esta elección se conoce como Configuración de
interacciones (CI) y contempla a la aproximación de Hartree-Fock como el caso particular
en el que a0 = 1 y ai = 0 para todo i 6= 0. A la diferencia de energı́a entre las soluciones
ΦHF y ΦCI se le llama efectos de correlación.

Análogamente a la deducción de las ecuaciones de Hartree-Fock, si le aplicamos el
principio variacional a la magnitud K:

K = 〈ΦCI |Ĥe|ΦCI〉 − λ (〈ΦCI |ΦCI〉 − 1) , (3.88)

considerando únicamente la variación de los coeficientes ai y no de los coeficientes cpl
de la ecuación (3.52), obtenemos:

∂K

∂ak
=

∂

∂ak

[〈∑
i

aiΦi

∣∣∣∣Ĥe

∣∣∣∣∑
j

ajΦj

〉
− λ

(〈∑
i

aiΦi

∣∣∣∣∑
j

ajΦj

〉
− 1

)]
= 0, (3.89)

de donde: ∑
j

aj

(
〈Φk|Ĥe|Φj〉 − λ〈Φk|Φj〉

)
= 0, (3.90)

que se puede escribir de forma matricial como:

H · a = λ ·O · a, (3.91)

donde:
Hkj = 〈Φk|Ĥe|Φj〉, (3.92)
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Okj = 〈Φk|Φj〉. (3.93)

A diferencia de las ecuaciones de Hartree-Fock, la ecuación (3.91) no tiene que ser
resuelta de forma autoconsistente. Esta estrategia para mejorar la solución aproximada
se conoce como configuración de interacciones (CI) del inglés Configuration Interaction.
Al caso especial en que solo se contemplan determinantes singles, se le conoce como
CIS, del inglés Configuration Interaction Singles.

3.9. Base y método semiempı́rico

Para átomos individuales, el problema de resolver las ecuaciones de Hartree-Fock-
Roothan se simplifica considerablemente porque muchas de las integrales involucradas
se pueden resolver apelando a la simetrı́a. Sin embargo, este no es el caso cuando nos
proponemos describir un sistema poliatómico y por lo tanto debemos proponer la mejor
elección posible para las funciones de onda uniparticulares con las que vamos a escri-
bir nuestra solución aproximada. Una opción es tomar los orbitales atómicos de átomos
individuales para representar a las funciones de onda uniparticulares de las capas inte-
riores, y combinaciones lineales de orbitales atómicos para representar a las funciones
de onda uniparticulares de los electrones de valencia. Esta elección se conoce como
LCAO del inglés Linear Combination of Atomic Orbitals [64]. Teniendo en cuenta que pa-
ra los electrones de valencia debemos construir N orbitales moleculares que deben ser
combinaciones lineales de M orbitales atómicos, para que los orbitales moleculares sean
linealmente independientes se debe cumplir que M ≥ N .

Para agilizar los cálculos comúnmente se emplean métodos semiempı́ricos, que con-
sisten en despreciar o parametrizar algunas de las integrales involucradas en el cálculo
del operador de Fock. El primer paso es considerar solamente los electrones de valen-
cia. Los demás electrones, junto con el núcleo atómico correspondiente, pasarán a formar
núcleos efectivos. El operador ĥ1 dado por (3.8) toma entonces la forma:

ĥ1 (rn) = − ~2

2me

∇2
rn −

NA∑
a=1

Z ′akeqe
|Ra − rn|

= − ~2

2me

∇2
rn −

NA∑
a=1

Va, (3.94)

donde ahora Z ′a denota que la carga ha sido reducida por el número de electrones en el
núcleo efectivo.

Para los electrones de valencia consideraremos el menor número de funciones base
necesario para acomodarlos en el átomo independiente. Para el átomo de hidrógeno
utilizaremos una sola función base mientras que para los átomos de la segunda y tercera
fila de la tabla periódica, utilizaremos cuatro funciones base: un orbital s y tres orbitales
p: px, py y pz.

La aproximación principal de todos los métodos semiempı́ricos se conoce como ZDO
del inglés Zero Differential Overlap, y consiste en despreciar el producto de funciones
centradas en diferentes núcleos y con las mismas coordenadas electrónicas [98]. Esto
implica que:
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1. La matriz de solapamiento dada por (3.57) pasa a ser la delta de Kronecker porque
las funciones base pertenecientes a un mismo átomo son ortogonales y estamos
despreciando el producto entre funciones bases de átomos diferentes.

2. La integrales de un electrón 〈χp|ĥ1|χm〉 que involucran tres centros (dos provenien-
tes de las funciones base y uno proveniente del operador ĥ1) se desprecian.

3. Todas las integrales de dos electrones 〈χmχq|ĥ2|χnχr〉 en las que hay involucradas
funciones bases de tres o cuatro átomos se desprecian.

Para compensar estas aproximaciones, las demás integrales se parametrizan. Existen
diferentes formas de hacer estas parametrizaciones dando lugar a varios métodos semi-
empı́ricos. Aquı́ solo nos restringiremos a aquellos que resultan de interés para nuestras
simulaciones.

En particular, NDDO del inglés Neglect of Diatomic Differential Overlap no incorpora
nuevas aproximaciones por lo que las integrales de un electrón nos quedan:

〈χpa|ĥ1|χma〉 =

〈
χpa

∣∣∣∣− ~2

2me

∇2
rn − Va

∣∣∣∣χma〉− NA∑
b=1,b 6=a

〈χpa|Vb|χma〉, (3.95)

〈χpa|ĥ1|χmb〉 =

〈
χpa

∣∣∣∣− ~2

2me

∇2
rn − Va − Vb

∣∣∣∣χmb〉, (3.96)

donde ahora el segundo ı́ndice (a o b) de las funciones base denota el centro atómico al
que pertenecen. Por otra parte, las integrales de dos electrones nos quedan:

〈χmaχqb|ĥ2|χncχrd〉 = δacδbd〈χmaχqb|ĥ2|χncχrd〉. (3.97)

Para los métodos modificados NDDO, la parametrización se hace en función de las
coordenadas nucleares y las versiones existentes difieren únicamente en la forma que
se trata la repulsión núcleo-núcleo y en cómo es que se asignan los parámetros. Los
orbitales empleados tienen la forma funcional conocida como orbitales de tipo Slater
(STO) del inglés Slater Type Orbitals:

χζ,n,m,l(r, θ, ϕ) = NoYl,m(θ, ϕ)rn−1e−ζr, (3.98)

donde (r, θ, ϕ) son coordenadas esféricas centradas en el núcleo atómico, No es una
constante de normalización, Yl,m son los armónicos esféricos y el parámetro ζ depende
de si el orbital es tipo s o tipo p.

Las integrales de un electrón con funciones base sobre un mismo núcleo tienen un
valor que corresponde a la energı́a de un único electrón sintiendo la carga Us o Up co-
rrespondientes a los orbitales s o p, más el potencial debido a los demás núcleos del
sistema, que se parametriza en función de la carga nuclear reducida Z ′a y una integral de
dos electrones:

〈χna|ĥ1|χma〉 = δnmUn −
NA∑

b=1,b 6=a

Z ′b〈χnbχnb|χmbχmb〉, (3.99)
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con:

Un =

〈
χna

∣∣∣∣− ~2

2me

∇2
rn − Va

∣∣∣∣χma〉. (3.100)

Las integrales de un electrón con funciones bases sobre dos átomos diferentes dadas
por la ecuación (3.96) se escriben como un producto de las integrales de solapamiento
correspondientes ponderadas por dos parámetros de resonancia β [64]:

〈χna|ĥ1|χmb〉 =
1

2
Onm (βn + βm) . (3.101)

Los solapamientos Onm dados por la ecuación (3.57) se calculan explı́citamente. Esto
no es congruente con la aproximación ZDO, ası́ que por motivos históricos su inclusión
se acompañó con el epı́teto “modificados” delante de NDDO.

Solo hay cinco tipos de integrales de dos electrones centradas sobre un mismo átomo
cuando consideramos solamente bases del tipo s y p, que denotaremos:

〈ss|ĥ2|ss〉 = Gss, (3.102)

〈sp|ĥ2|sp〉 = Gsp, (3.103)

〈ss|ĥ2|pp〉 = Hsp, (3.104)

〈pp|ĥ2|pp〉 = Gpp, (3.105)

〈pp′|ĥ2|pp′〉 = Gp2, (3.106)

donde los parámetros de tipo G se refieren a términos de Coulomb, el de tipo H se refiere
a un término de intercambio y Gp2 contiene diferentes tipos de orbitales p: px, py o pz.

Hay un total de 22 integrales de dos electrones que contienen funciones base centra-
das en dos átomos diferentes y que se modelan como interacciones entre multipolos:

- Monopolo: El electrón aparece tanto en el bra como en el ket en un orbital del tipo
s.

- Dipolo: El electrón aparece en el bra en un orbital tipo s y en el ket en un orbital tipo
p o viceversa.

- Cuadrupolo: El electrón aparece tanto en el bra como en el ket en un orbital del tipo
p.

Los momentos dipolar y cuadupolar se generan considerando fracciones de carga en
puntos a distancias ζs o ζp del núcleo.

La repulsión núcleo-núcleo Vab en principio viene dada por:

Vab =
Z ′aZ

′
b

Rab

, (3.107)
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donde Rab es la distancia entre los núcleos a y b. Sin embargo, debido a las aproxima-
ciones inherentes de NDDO este término no se cancela con las interacciones electrón-
electrón a grandes distancias, lo que resulta en una repulsión neta entre los núcleos
atómicos incluso cuando las funciones de onda electrónicas no se solapan. Por lo tanto,
las interacciones núcleo-núcleo deben ser consecuentemente modificadas para reprodu-
cir el comportamiento asintótico correcto. Hay varias formas funcionales especı́ficas para
incorporar esta corrección y aquı́ discutiremos solamente las que son de interés para
nuestras simulaciones.

En el modelo MNDO, del inglés Modified Neglect of Diatomic Overlap, se considera la
siguiente forma funcional para las interacciones núcleo-núcleo en función de la distancia
Rab entre los núcleos en cuestión:

V MNDO
nn (Rab) = Z ′aZ

′
b〈sasa|sbsb〉

(
1 + e−αaRab + e−αbRab

)
, (3.108)

donde los parámetros α se ajustan. Las interacciones O−H y N −H se tratan de forma
diferente:

V MNDO
nn (RaH) = Z ′aZ

′
H〈sasa|sHsH〉

(
1 +RaHe

−αaRaH + e−αHRaH
)
. (3.109)

Adicionalmente, MNDO considera ζs = ζp para algunos de los átomos más ligeros.
Los parámetros Gss, Gsp, Gpp, Gp2 y Hsp se toman a partir de datos experimentales que
provienen del espectro de átomos individuales mientras que los demás parámetros se
ajustan a datos moleculares [98].

Finalmente el modelo AM1, de Austin Model 1, que es el que usamos en nuestras
simulaciones, es una mejora sobre el modelo MNDO en la que la repulsión núcleo-núcleo
toma la forma:

V AM1
nn (Rab) = V NMDO

nn (Rab) +
Z ′aZ

′
b

Rab

∑
k

(
akae

−bka(Rab−cka)2 + akbe
−bkb(Rab−ckb)2

)
, (3.110)

donde k es un número entre 2 y 4 dependiendo del átomo y los nuevos parámetros ak, bk
y ck son ajustados con ayuda de datos moleculares [99].

3.10. Segunda cuantización

Hasta ahora hemos visto como los operadores de creación â†n y aniquilación ân nos
permiten representar a los determinantes correspondientes a los estados excitados. Sin
embargo, estos operadores constituyen una herramienta incluso mucho más útil porque
nos permiten desarrollar toda la teorı́a de sistemas de muchos electrones sin tener que
recurrir explı́citamente a los determinantes [65]. Para esto, debemos ser capaces de ex-
presar cualquier operador en función de los operadores de creación y aniquilación, lo que
constituye una ventaja significativa porque nos permite evaluar cualquier término matri-
cial apelando a las propiedades algebraicas de los operadores de creación y aniquilación.
Esta notación simplificada se conoce como segunda cuantización.
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Formalmente, estos operadores se definen como:

â†n = |φn (x)〉, (3.111)

ân = 〈φn (x) |. (3.112)

Veamos ahora como la antisimetrı́a de la función de onda dada por un determinante
de Slater se pueden transferir al álgebra de los operadores â†n y ân. Consideremos al
operador â†n actuando sobre |Φ〉. Si el orbital molecular φn ya esta ocupado, entonces:

â†n|Φ〉 = 0. (3.113)

De lo contrario, si φn no está ocupado, entonces:

â†n|Φ〉 = |φ1, φ2, . . . , φN , φn|. (3.114)

Si ahora tenemos en cuenta la aplicación de dos operadores de creación sobre un
determinante de Slater que no contiene a los orbitales atómicos correspondientes inicial-
mente:

â†mâ
†
n|Φ〉 = |φ1, φ2, . . . , φN , φn, φm|. (3.115)

Si invertimos el orden en que se aplican estos operadores, podemos notar que:

â†nâ
†
m|Φ〉 = |φ1, φ2, . . . , φN , φm, φn| = −|φ1, φ2, . . . , φN , φn, φm|, (3.116)

de donde podemos escribir de forma abreviada:

â†mâ
†
n + â†nâ

†
m = 0, (3.117)

o también:
â†mâ

†
n = −â†nâ†m = 0. (3.118)

Si trasponemos ambos miembros de esta ecuación y tenemos en cuenta que para
dos operadores cualesquiera Â y B̂ se cumple que :(

ÂB̂
)†

= B̂†Â†, (3.119)

obtenemos que:
âmân + ânâm = 0. (3.120)

Consideremos ahora al operador de aniquilación ân actuando sobre el determinante
|Φ〉. Aquı́ tendremos nuevamente dos casos posibles. Si el orbital φn no está ocupado
entonces:

ân|Φ〉 = 0, (3.121)

mientras que si por el contrario, el orbital ya está ocupado, entonces:

ân|Φ〉 = |φ1, φ2, . . . , φn−1, φn+1, . . . , φN |. (3.122)
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De esta forma, si consideremos el operador ânâ†n + â†nân actuando sobre |Φ〉:(
ânâ

†
n + â†nân

)
|Φ〉 = |Φ〉, (3.123)

o también: (
ânâ

†
n + â†nân

)
= 1. (3.124)

Finalmente, consideremos el operador
(
ânâ

†
m + â†mân

)
con m 6= n. Este operador es

automáticamente cero siempre que el orbital m esté ocupado o el n desocupado, pero
incluso en el caso de que m esté desocupado y n ocupado, por la antisimetrı́a de la
función de onda |Φ〉 este operador también es cero. Las operadores que hemos visto
hasta aquı́ se pueden resumir como:(

ânâ
†
m + â†mân

)
= δmn, (3.125)

que se conoce como relación de anticonmutación de Fermi.
Los operadores de una partı́cula Ô1 y dos partı́culas Ô2 en función de los operadores

de creación y aniquilación se pueden escribir como [65]:

Ô1 =
N∑

i,j=1

〈φi|Ô1|φj〉â†i âj, (3.126)

Ô2 =
1

2

N∑
i,j,k,l=1

〈φi|〈φj|Ô2|φk〉|φl〉â†i â
†
j âkâl. (3.127)

3.11. Matrices densidad

Hasta aquı́ hemos visto como la aproximación de Hartree-Fock-Roothaan nos permi-
te resolver de forma aproximada la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo
para calcular la función de onda que describe al sistema de N electrones. Sin embargo,
esta solución generalmente resulta tener mucha información como para brindarnos una
descripción fı́sica sencilla del sistema. Por esta razón en muchos casos resulta conve-
niente introducir matrices densidad, que poseen mucha menos información y nos brindan
un significado fı́sico más directo [100]. Las matrices densidad no son parte de los espa-
cios de Hilbert o Fock, sino que forman su propio espacio, conocido como espacio de
Liouville [88].

Estas matrices densidad se definen a partir de la función de onda Ψ que describe al
sistema y se pueden definir de varios órdenes, por ejemplo la matriz densidad de primer
orden γ(x′1|x1) se define como:

γ(x′1|x1) = N

∫
Ψ∗ (x′1,x2, . . . ,xN) Ψ (x1,x2, . . . ,xN) dx2dx3 . . . dxN , (3.128)
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donde las coordenadas xn le corresponden a las dimensiones espaciales del electrón n.
Por otro lado, la matriz densidad de segundo orden se define como:

Γ(x′1,x
′
2|x1,x2) =

(
N
2

)∫
Ψ∗ (x′1,x

′
2,x3, . . . ,xN) Ψ (x1,x2,x3, . . . ,xN) dx3dx4 . . . dxN , (3.129)

donde: (
N
M

)
=

N !

M !(N −M)!
, (3.130)

es la combinatoria de M en N .
De forma general la matriz densidad de orden p se define como:

Γ(p)
(
x′1,x

′
2, . . . ,x

′
p|x1,x2, . . . ,xp

)
=(

N
p

)∫
Ψ∗
(
x′1,x

′
2, . . . ,x

′
p,xp+1, . . . ,xN

)
×

Ψ (x1,x2, . . . ,xp,xp+1, . . . ,xN) dxp+1dxp+2 . . . dxN . (3.131)

Finalmente la matriz densidad de orden N serı́a:

Γ(N) (x′1,x
′
2, . . . ,x

′
N |x1,x2, . . . ,xN) = Ψ∗ (x′1,x

′
2, . . . ,x

′
N) Ψ (x1,x2, . . . ,xN) . (3.132)

Estas matrices densidad resultan ser extremadamente útiles porque el valor de ex-
pectación de cualquier magnitud fı́sica se puede escribir directamente en función de las
matrices densidad. Consideremos el operador Ωop como una combinación lineal de ope-
radores de varias partı́culas:

Ωop = Ω(0) +
∑
i

Ω(i) +
1

2

∑
i,j

Ω(ij) +
1

3!

∑
ijk

Ω(ijk) + . . . , (3.133)

donde las sumas por varios ı́ndices no contemplan términos con dos o más ı́ndices igua-
les. El valor de expectación de tal operador estará dado por [100]:

〈Ωop〉 = Ω(0) +

∫
Ω1γ (x′1|x1) dx1 +

∫
Ω12Γ (x′1,x

′
2|x1,x2) dx1dx2+

∫
Ω123Γ (x′1,x

′
2,x

′
3|x1,x2,x3) dx1dx2dx3 + . . . , (3.134)

donde hemos tomado el convenio de que los operadores actúan sobre las variables pri-
madas y luego se evalúa el resultado en las variables no primadas antes de realizar la
integración.

Los elementos diagonales son de especial importancia y se conocen como matrices
densidad reducidas. Veamos por ejemplo el significado fı́sico de las matrices de densidad
reducidas de primer y segundo orden:
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- γ(x1)dv1 = γ(x1|x1)dv1 es el número de partı́culas multiplicado por la probabilidad
de encontrar una partı́cula en el elemento de volumen dv1 = dx1dy1dz1 alrededor
del punto r1 y con una proyección de espı́n s1 cuando todas las demás partı́culas
tienen posiciones y espı́n aleatorios.

- Γ (x1,x2) dv1dv2 = Γ (x1,x2|x1,x2) dv1dv2 es el número de pares de partı́culas mul-
tiplicado por la probabilidad de encontrar una partı́cula en el elemento de volumen
dv1 = dx1dy1dz1 alrededor del punto r1 y con una proyección de espı́n s1 y otra en el
elemento de volumen dv2 = dx2dy2dz2 alrededor del punto r2 y con una proyección
de espı́n s2 cuando todas las demás partı́culas tienen posiciones y espı́n aleatorios.

Teniendo en cuenta que las funciones de onda que nos interesan son antisimétricas,
para los elementos diagonales en particular tendremos por ejemplo que Γ (x1,x1) = 0,
y en general que los elementos diagonales de las matrices de órdenes superiores con
dos o más coordenadas iguales se anulan. Esta es una consecuencia del principio de
exclusión de Pauli y nos indica que para pequeñas distancias la probabilidad de encontrar
dos partı́culas cercanas con el mismo espı́n tiende a cero a medida que se acercan.

Teniendo en cuenta que γ(x′1,x1) es una función de dos variables, se puede expandir
usando una base cualquiera. Si usamos por ejemplo la base de orbitales atómicos χp(x):

γ (x1,x
′
1) =

∑
n,m

χn (x1) ρnmχ
∗
m (x′1) , (3.135)

donde ρnm es una representación matricial discreta en la base ortonormal de orbitales
atómicos χp:

ρnm =

∫
dx1dx

′
1χ
∗
n (x1) γ (x1,x

′
1)χm (x′1) . (3.136)

Para el caso en que la función de onda en cuestión está dada por un determinante
de Slater |Φ〉 de acuerdo a la aproximación de Hartree-Fock-Roothaam, esta matriz se
puede escribir como [101]:

ρnm = 〈Φ|ĉ†nĉm|Φ〉, (3.137)

donde las funciones Φ dependen de los orbitales moleculares φl(x) de acuerdo a la ecua-
ción (3.14) y éstos a su vez dependen de los orbitales atómicos χp(x) de acuerdo a la
ecuación (3.52). Además, ahora los operadores de creación y aniquilación actúan direc-
tamente sobre los orbitales atómicos:

ĉ†n = |χn(x)〉, (3.138)

ĉn = 〈χn(x)|. (3.139)

En particular, los términos diagonales de estas matrices representan la densidad de
carga en el orbital atómico χp [101].

Las matrices densidad de transición son una generalización natural de las matrices
densidad en las que las funciones de onda dentro de la integral no tienen que representar
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necesariamente al mismo estado. Por ejemplo, para las matrices densidad de transición
de primer y segundo orden tendremos que:

γαβ (x′1|x1) = N

∫
Ψ∗α (x′1,x2, . . . ,xN) Ψβ (x1,x2, . . . ,xN) dx2dx3 . . .xN , (3.140)

Γαβ(x′1,x
′
2|x1,x2) =(

N
2

)∫
Ψ∗α (x′1,x

′
2,x3, . . . ,xN) Ψβ (x1,x2,x3, . . . ,xN) dx3dx4 . . . dxN . (3.141)

Estas matrices densidad de transición, de forma análoga al caso de las matrices den-
sidad, son extremadamente útiles para trabajar con los elementos matriciales del opera-
dor Ωop, si consideramos que los estados involucrados son ortogonales tendremos que:

〈Ψα|Ωop|Ψβ〉 =

∫
Ω1γαβ (x′1|x1) dx1 +

∫
Ω12Γαβ (x′1,x

′
2|x1,x2) dx1dx2 + . . . . (3.142)

En el caso en que las funciones de onda correspondan a estados excitados |Φν〉 y
|Φη〉, dadas por determinantes de Slater, también se pueden escribir en función de los
orbitales de creación y aniquilación sobre orbitales atómicos:

ρνηnm = 〈Φν |ĉ†nĉm|Φη〉. (3.143)

3.12. Evolución temporal de las matrices densidad

Veamos ahora la ecuación que dicta la evolución temporal de la matriz densidad ρ,
que puede ser escrita apelado a la notación de Dirac sin establecer una base concreta,
tomando la forma:

ρ = |ψ(t)〉〈ψ(t)|. (3.144)

Si derivamos esta ecuación respecto al tiempo y sustituimos la ecuación de Schrödin-
ger dependiente del tiempo para ψ(t) y su conjugada, obtenemos:

∂ρ

∂t
= − i

~
[H, ρ] , (3.145)

que se conoce como ecuación de Liouville-Von Neumann [88], y escrita directamente en
función de los ı́ndices toma la forma:

∂ρjk
∂t

= − i
~
∑
m

(Hjmρmk − ρjmHmk) , (3.146)

que se puede escribir también como:

∂ρjk
∂t

= − i
~
∑
m,n

Ljk,mnρmn, (3.147)
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donde Ljk,mn se conoce como operador de Liouville y está dado según:

Ljk,mn = Hjmδkn −H∗knδjm, (3.148)

La ecuación (3.147) frecuentemente se escribe como:

∂ρ

∂t
= − i

~
Lρ, (3.149)

donde aquı́ consideramos a ρ como un vector que contiene a lo largo de sus componentes
las componentes de la matriz densidad. Esta notación se conoce como notación tetrádica
(del inglés tetradic) y resulta particularmente útil porque escrita ası́, la ecuación (3.149)
es formalmente isomorfa a la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo [88]. El
espacio vectorial formado por las matrices escritas en notación tetrádica se conoce como
espacio de Liouville.

Veamos ahora cómo actúa el operador de Liouville sobre la matriz densidad |ϕn〉〈ϕm|
donde tanto |ϕn〉 como |ϕm〉 son autofunciones del Hamiltoniano H con energı́as En y Em
respectivamente:

L|ϕn〉〈ϕm|H|ϕn〉〈ϕm| − |ϕn〉〈ϕm|H = (En − Em)|ϕn〉〈ϕm|, (3.150)

donde si introducimos la frecuencia de transición entre los dos estados ~wnm ≡ En − Em
nos queda:

L|ϕn〉〈ϕm| = ~wnm|ϕn〉〈ϕm|. (3.151)

Para marcar que hemos escrito la matriz densidad en notación tetrádica comúnmente
se emplea la notación [88]:

|ϕn〉〈ϕm| ≡ |ϕnϕm〉〉, (3.152)

y por lo tanto:
L|ϕnϕm〉〉 = ~wnm|ϕnϕm〉〉. (3.153)

Ası́ que, de forma general, si |ϕn〉 y |ϕm〉 son autoestados de H con autovalores En
y Em, entonces podemos decir que en el espacio de Liouville |ϕnϕm〉〉 es un autoestado
del operador de Liouville L con autovalor ~wnm.

3.13. El método de Osciladores Electrónicos Colectivos
(CEO)

El cálculo de la estructura electrónica mediante el método de Osciladores Electrónicos
Colectivos (CEO), parte de la estructura atómica optimizada [101]. El primer paso es
obtener la matriz densidad del estado fundamental. Apelando a la notación de segunda
cuantización, el Hamiltoniano del sistema electrónico se puede escribir, mediante las
ecuaciones (3.126) y (3.127) como [101]:

Ĥ =

Nb∑
m,n

tmnĉ
†
mĉn +

Nb∑
m,n,k,l

〈nm|kl〉ĉ†mĉ†nĉkĉl, (3.154)
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donde:
tnm = 〈χn|ĥ1|χm〉, (3.155)

〈nm|kl〉 = 〈χn(r1)|〈χm(r2)|ĥ2(r1, r2)|χk(r1)〉|χl(r2)〉. (3.156)

En el espacio de Liouville, la ecuación (3.56) se puede escribir de la forma [101]:

[F (ρ̄), ρ̄] = 0, (3.157)

donde los corchetes representan al operador de anticonmutación, ρ̄ representa a la matriz
densidad del estado fundamental y F (ρ̄) es la matriz de Fock que está dada por:

Fnm(ρ̄) = tnm + Vnm(ρ̄), (3.158)

donde:

Vmn(ρ̄) =

Nb∑
k,l

[
〈ml|nk〉 − 1

2
〈ml|kn〉

]
, (3.159)

La ecuación (3.157) se resuelve de forma autoconsistente. Este método tiene la ven-
taja de que durante la dinámica molecular, en cada paso de tiempo se puede usar como
punto de partida la solución convergida del paso anterior, lo que acelera enormemente el
cálculo.

Usando como punto de partida la matriz densidad del estado fundamental, el procedi-
miento de CEO calcula las energı́as de transición vertical Ων y las matrices de transición
relevantes, que denotaremos modos electrónicos normales ξη:

〈g|ĉ†mĉn|η〉 = ξη, (3.160)

donde |g〉 representa al estado fundamental. Aquı́, cada transición electrónica se repre-
senta mediante una matriz cuadrada de dimensión Nb, que en notación tetrádrica son los
autovectores del operador de Liouville construido a partir del Hamiltoniano (3.154):

Lξη = Ωηξη, (3.161)

Lξ†η = −Ωηξ
†
η, (3.162)

done de acuerdo con la ecuación (3.150), Ωη representa la energı́a de transición electróni-
ca del estado fundamental al estado excitado |η〉. El operador de Liouville L actuando
sobre un ξ arbitrario se puede escribir como [101–104]:

Lξ = [F (ρ̄), ξ] + [V (ξ), ρ̄] , (3.163)

donde los elementos matriciales de F (ρ) y V (ξ) están dados respectivamente por las
ecuaciones (3.158) y (3.159).

Al resolver esta ecuación se pueden obtener la energı́a de diferentes estados exci-
tados junto con las densidades de transición correspondientes. En la práctica, este pro-
blema se resuelve apelando métodos de diagonalización en los espacios de Krylov [101,
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105, 106], que fueron desarrollados precisamente para resolver de forma muy eficien-
te problemas de autovalores y autovectores de dimensiones grandes. Estas soluciones
pueden emplearse para calcular los gradientes de los estados excitados [102,107–109],
que necesitamos para calcular la fuerza dada por la ecuación (2.62):

∇RΩη = Tr
[
F (R)(ρ̄)pηη

]
+ Tr

[
V (R)(ξ†η)ξη

]
, (3.164)

done Tr significa traza, el superı́ndice (R) significa derivación respecto a las coordenadas
nucleares R y pηη está dado por:

pηη =
[[
ξ†η, ρ̄

]
, ξη
]

+ Zηη, (3.165)

donde a su vez la matriz Zηη se puede calcular resolviendo la ecuación lineal:

LZηη = −
[([[

ρ̄, ξ†ηη
]
, V (ξη)

]
+ V

(
1

2

[[
ξ†η, ρ̄

]
, ξη
]))

, ρ̄

]
. (3.166)

Por otro lado, la relación
[[
ξ†η, ρ̄

]
, ξη
]

se puede calcular como:[[
ξ†η, ρ̄

]
, ξη
]

= (I − 2ρ̄)
(
ξ†ηξη + ξηξ

†
η

)
. (3.167)

La otra gran ventaja del método CEO es que también nos permite calcular los vectores
de acoplamiento no adiabáticos NACR entre dos estados excitados diferentes |η〉 y |ζ〉
[102,110–112], que se corresponden con la ecuación (2.12) del capı́tulo 2:

dηζ =
Tr
[
F (R)(ρ̄)ρηζ

]
Ωη − Ωζ

, (3.168)

donde los términos matriciales de ρηζ están dados de acuerdo a la ecuación (3.143).
Análogamente, los términos de acoplamiento no adiabáticos correspondientes a la

ecuación (2.14) del capı́tulo 2, se pueden calcular como:

Ṙ · dηζ =
Tr
[
F (t)(ρ̄)ρηζ

]
Ωη − Ωζ

, (3.169)

donde ahora el superı́ndice (t) sobre el operador de Fock F (ρ̄) significa derivación res-
pecto al tiempo.

Finalmente, resulta útil aclarar que cuando empleamos la notación tetrádica para tra-
bajar en el espacio de Liouville, las matrices densidad de transición son vectores que se
denotan mediante el caracter ξη. Sin embargo, estas mismas magnitudes en el espacio de
Hilbert son matrices que hemos denotado por ρηζ donde η es el estado fundamental. Los
términos diagonales de estas matrices se refieren a su localización en el espacio real.
Con el objetivo de evitar confusiones en los próximos capı́tulos, al analizar la localización
espacial de las matrices densidad de transición, nos referiremos a los términos diagona-
les normalizados de estas matrices escritas en el espacio de Hilbert, que denotaremos
simplemente por ρ(t).
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Capı́tulo 4

Métodos de dinámica no adiabática en
estados excitados: comparación y
convergencia de resultados

4.1. Descripción de los sistemas modelo

Antes de emplear los métodos presentados en las secciones 2.4, 2.5 y 2.6 para es-
tudiar sistemas y procesos de interés práctico, resulta conveniente explorar cómo de-
pende la convergencia de los resultados en función del tamaño del sistema para cada
uno de los métodos. Además, todos los métodos han sido desarrollados en el contexto
del paquete computacional NEXMD [46], lo cual nos brinda una base común para su
comparación. En particular para AIMC, resulta interesante analizar la convergencia de
los resultados en función de los diferentes parámetros que controlan la generación de
clones, que se traduce en la convergencia de los resultados en función del tamaño de
la base. Con este objetivo hemos diseñado un conjunto de cinco sistemas modelo de
diferentes tamaños compuestos por fragmentos lineales de Poli-Fenileno-Etileno (PPE)
unidos por sustitución meta, lo que localiza espacialmente a los excitones en cada uno
de los fragmentos [5–10, 12, 13, 72]. En la práctica estos sistemas se diseñan forman-
do macromeléculas altamente ramificadas que se conocen como dendrı́meros [11, 113]
y que se pueden entender como conjuntos de unidades cromóferas lineales débilmente
acopladas entre sı́.

En la figura 4.1 podemos ver el espectro de absorción y el esquema molecular corres-
pondiente a cada uno de los sistemas considerados con el esquema correspondiente a
cada uno. Este espectro de absorción se genera a partir de un conjunto de configuracio-
nes iniciales que son el resultado de una dinámica regida por la ecuación de Langevin
(B.1) en el estado fundamental, equilibrada a una temperatura de 300 K y con una cons-
tante viscosa de 20 ps−1. Después de que se equilibra la energı́a, de estas mismas con-
figuraciones se extraen aleatoriamente las condiciones iniciales que sirven como punto
de partida para las dinámicas no adiabáticas en estados excitados.

La forma realista de calcular las poblaciones iniciales de los estados excitados pa-
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Figura 4.1: Espectro de absorción para a) 2PPE, b) 22PPE, c) 222PPE, d) 233PPE y e)
22233PPE. En cada inciso se puede ver un esquema de la molécula correspondiente.

ra nuestras simulaciones consiste en generar una distribución simulando la interacción
de cada sistema con un láser, lo que provoca una distribución de la población inicial de
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estados excitados. Sin embargo, siendo nuestro objetivo en este caso el estudio de la
comparación entre cada uno de los métodos y de la convergencia del método AIMC en
dependencia de diferentes parámetros, hemos elegido los estados excitados iniciales de
acuerdo a su localización espacial, lo que simplifica el análisis del proceso de relajación.
En la figura 4.2 podemos ver la localización espacial de cada uno de los estados exci-
tados considerados para una configuración inicial aleatoria del ensemble. Los estados
excitados están dispuestos en las columnas y organizados en orden ascendente de iz-
quierda a derecha. A lo largo de este capı́tulo llamaremos de forma abreviada a cada uno
de estos sistemas como a) 2PPE, b) 22PPE, c) 222PPE, d) 233PPE y e) 22233PPE. El
asterisco marca el estado excitado inicial seleccionado. Concretamente, estos estados
fueron el S3 para 2PPE, 22PPE, 222PPE y 22233PPE, y el S5 para 233PPE.

*

*

*

*

*

a)

b)

c)

d)

e)

Figura 4.2: Localización espacial de ρ para cada uno de los estados excitados conside-
rados en a) 2PPE, b) 22PPE, c) 222PPE, d) 233PPE and e) 22233PPE. Los estados
excitados se encuentran organizados por columnas en orden ascendente de izquierda a
derecha. El asterisco indica el estado inicial seleccionado para las dinámicas no adiabáti-
cas en estados excitados.

Los sistemas 2PPE y 22PPE representan los fragmentos de PPE de menor tamaño
seleccionados, con el objeto de permitir el análisis de la convergencia de los diferentes
métodos respecto al tamaño del sistema molecular estudiado.

El sistema 222PPE resulta particularmente interesante porque está compuesto por
tres unidades cromóferas equivalentes y débilmente acopladas entre sı́. Por lo tanto dos
de los primeros tres estados excitados aparecen degenerados para una configuración
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perfectamente simétrica, como lo es por ejemplo la configuración de mı́nima energı́a del
estado fundamental. Esto lo podemos ver considerando un modelo simple en el que el
sistema se comporta como tres unidades independientes con energı́as E y débilmen-
te acopladas entre sı́ con el mismo acoplamiento V . Entonces el Hamiltoniano de este
sistema modelo se podrı́a escribir en su forma matricial como:

H =

 E V V
V E V
V V E

 , (4.1)

cuyos autovalores hemos deducido en el apéndice C y están dados por:

λ1 = λ2 = E − V, (4.2)

y:
λ3 = E + 2V. (4.3)

Los dos estados degenerados en el mı́nimo de energı́a del estado fundamental, no
son degenerados a temperatura ambiente debido a que las fluctuaciones térmicas ha-
cen que sea muy difı́cil que el sistema atraviese una configuración nuclear perfectamente
simétrica. Sin embargo, sı́ ocurrirá que durante la dinámica molecular no adiabática dos
de los primeros tres estados excitados tengan valores de energı́a muy cercanos. Es-
to implica que, de acuerdo a la ecuación (2.59) permanecerán acoplados, lo que a su
vez se manifestará como un efecto de coherencia electrónica. Por lo tanto, resulta muy
interesante ver cuál de los métodos empleados es capaz de reproducir este efecto ade-
cuadamente.

El sistema 233PPE resulta particularmente interesante porque el estado electrónico
inicialmente excitado se encuentra localizado en el fragmento de dos anillos y luego debe
relajarse hacia uno de los fragmentos de tres anillos. Con el objetivo de diferenciarlos, a
uno de estos fragmentos de tres anillos se le ha añadido un grupo NH2, lo que además
provoca que el estado excitado localizado sobre él tenga una energı́a ligeramente dife-
rente a la del estado localizado en el otro fragmento de tres anillos. Esto provoca que
aparezcan dos caminos de relajación claramente distinguibles y que ocurren de forma
simultánea. Mientras que en uno de estos caminos la excitación pasa directamente del
fragmento de dos anillos al fragmento final de tres, en el otro camino la excitación pasa
transitoriamente por el otro fragmento de tres anillos antes de relajar al fragmento final.
De esta forma es posible analizar las capacidades de los distintos métodos para dar
cuenta de caminos alternativos de relejación de la energı́a electrónica.

Finalmente, el sistema 22233PPE es muy similar al 233PPE, con la diferencia de que
se le han añadido dos fragmentos más de dos anillos para analizar el efecto sobre la
dinámica de aumentar aún más el tamaño y complejidad del sistema.

4.2. Convergencia del método SH

Comencemos analizando la convergencia del método SH en función del número de
trayectorias. En la figura 4.3 podemos ver la evolución en el tiempo de las poblaciones
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electrónicas clásicas para las dinámicas SH de cada uno de los sistemas. Recordemos
que, como vimos en la sección 2.5, en cada instante de tiempo la población clásica que
le corresponde a un estado excitado dado se calcula como la fracción de trayectorias
cuyos núcleos se mueven según el gradiente correspondiente a dicho estado electróni-
co. Estos resultados corresponden a simulaciones SH para las que se utilizó el método
de decoherencia instantánea [85]. Las lı́neas discontinuas corresponden a la simulación
teniendo en cuenta 300 configuraciones iniciales diferentes. Para el cálculo representado
por la lı́nea continua, repetimos estas simulaciones 10 veces empleando diferentes semi-
llas para la generación de números aleatorios, lo que suma un total de 3000 trayectorias.
Se puede notar como los resultados empleando tan solo 300 trayectorias son cualitati-
vamente correctos, mientras que al elevar el número de trayectorias a 3000 la curva se
hace mucho más suave.

Es importante destacar que, en todos los casos estudiados, puede observarse una
transferencia de energı́a ultrarápida desde el estado excitado inicial al resto. Esto está de
acuerdo con estudios previos que indican la alta eficiencia en la transferencia unidirec-
cional de energı́a en estos sistemas debido a la existencia de un gradiente intramolecular
que canaliza su energı́a en exceso [85, 114]. Al final de la simulación casi toda la pobla-
ción se encuentra localizada sobre S1. Los estados entre el inicial y S1 actúan en mayor
o menor medida como estados intermedios por los que la población atraviesa durante el
proceso de relajación. Dado que los resultados para 300 trayectorias son cualitativamen-
te correctos, los emplearemos para la comparación con los demás métodos que emplean
exactamente las mismas 300 condiciones iniciales.

4.3. Comparación entre SH y EHR

Veamos ahora una comparación directa de la aplicación de los métodos SH y EHR a
este tipo de sistemas. En la figura 4.4 podemos ver la evolución de las poblaciones clási-
cas de SH y cuánticas de EHR, calculadas como promedios sobre el ensemble del módu-
lo al cuadrado de los coeficientes propagados de acuerdo a la ecuación de Schrödinger
dependiente del tiempo (2.15). Lo primero que salta a la vista es que las poblaciones
cuánticas finales de los distintos estados electrónicos obtenidas a partir del método de
EHR son significativamente menores que las clásicas obtenidas por el método de SH.
Esto se debe principalmente a que las poblaciones clásicas de SH no tienen en cuenta la
transferencia continua de población que es consecuencia de la solución de la ecuación
de Schrödinger (2.15), sino que solamente cambian cuando ocurre un salto en alguna de
las trayectorias consideradas. En el caso de EHR, la transferencia continua de población
provoca que todos los estados permanezcan con poblaciones distintas de cero a expen-
sas de la población del estado S1. A pesar de esto, el proceso inicial de transferencia
intramolecular de energı́a es muy similar en ambos métodos.

Otra diferencia cualitativa importante la podemos apreciar para la evolución temporal
de las poblaciones de 222PPE. Las simulaciones EHR presentan un comportamiento os-
cilatorio para las poblaciones de los estados S1 y S2, no observadas en las simulaciones
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Figura 4.3: Evolución en el tiempo de las poblaciones electrónicas clásicas para las
dinámicas SH de a) 2PPE, b) 22PPE, c) 222PPE, d) 233PPE and e) 22233PPE. Las
lı́neas sólidas corresponden a las simulaciones considerando 3000 condiciones iniciales,
mientras que las discontinuas solo consideraron 300.

SH. En la sección 7.2 veremos el origen de esta diferencia entre ambos métodos que por
ahora nos limitaremos a notar que existe y nos indica la incapacidad del método de SH
para describir este tipo de fenómeno coherente.
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Figura 4.4: Evolución en el tiempo de las poblaciones electrónicas clásicas para las
dinámicas SH y cuánticas para las dinámicas EHR de a) 2PPE, b) 22PPE, c) 222PPE,
d) 233PPE and e) 22233PPE. Las lı́neas discontinuas muestran los resultados para las
dinámicas SH mientras que las continuas muestran los resultados para EHR.
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4.4. ¿Por qué ocurre la relajación electrónica?

Para poder entender por qué ocurre la relajación electrónica, veamos primero el efec-
to de la decoherencia instantánea presente en nuestras simulaciones SH. Para ello, en
la figura 4.5 podemos ver una comparación directa entre las poblaciones cuánticas para
EHR y las poblaciones cuánticas para SH sin haber incorporado el método de decoheren-
cia instantánea. Ambas poblaciones le corresponden a los promedios de los coeficientes
propagados mediante la misma ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo (2.15).
La única diferencia entre estas simulaciones estriba en la fuerza que guı́a al subsiste-
ma nuclear. Igual que en los casos anteriores, también podemos notar la transferencia
rápida del estado inicial a los demás. Sin embargo, hacia el final de la simulación los re-
sultados son muy diferentes, incluso cualitativamente. Las poblaciones cuánticas de SH
no relajan, sino que todas se estabilizan sobre valores aproximadamente iguales. O sea,
la población de S1 no aumenta a expensas de las de los demás estados como deberı́a
suceder durante un proceso de relajación electrónica.

Esto expone la importancia de describir correctamente la interacción entre los siste-
mas nuclear y electrónico. A diferencia de las poblaciones cuánticas para SH sin decohe-
rencia, las poblaciones cuánticas para EHR evolucionan de acuerdo a la ecuación (2.62),
que además de poseer contribuciones individuales de todos los estados excitados con-
siderados, también contiene una contribución en la dirección del vector de acoplamiento
no adiabático para cada par de estados excitados. Esta componente actúa directamente
sobre la energı́a cinética de los núcleos atómicos para compensar cualquier cambio en
el valor de expectación de la energı́a del subsistema electrónico que se deba a la trans-
ferencia de población entre los dos estados excitados en cuestión. En SH, la contribución
no adiabatica de la fuerza solo se tiene en cuenta de manera puntual cuando ocurre un
salto efectivo y por lo tanto este es el único contexto en el que al subsistema nuclear
le llega información sobre la evolución temporal del subsistema electrónico dictada por
la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo (2.15). Esto es, en el método SH
los coeficientes electrónicos se propagan sin impactar de manera continua en la evolu-
ción del subsistema nuclear. Esta deficiencia en la transferencia de información entre los
subsistemas electrónico y nuclear se puede remediar parcialmente de manera artificial
incorporando métodos ad-hoc como el de decoherencia instantánea [85]. Esto permite
no solo recuperar la consistencia interna de SH entre poblaciones clásicas y cuánticas,
sino también introducir decoherencia rectificando los problemas de exceso de coherencia
del método.

De acuerdo a la ecuación (2.71) para la probabilidad de salto entre dos superficies I
y J , los saltos en ambos sentidos deberı́an ser equiprobables al promediar sobre el en-
semble. Sin embargo, esta simetrı́a se pierde debido a la existencia de saltos frustrados,
que solo pueden ocurrir desde un estado de baja energı́a a uno de mayor energı́a cuan-
do el subsistema nuclear no tiene suficiente energı́a cinética para compensar el cambio
energético correspondiente en el subsistema electrónico. Esta ruptura de simetrı́a juega
a favor del proceso de relajación hacia estados con menor energı́a. Por otro lado, en este
tipo de sistemas también se ha comprobado que [114], una vez que el sistema salta hacia
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Figura 4.5: Evolución en el tiempo de las poblaciones cuánticas para las dinámicas EHR
y las SH sin aplicar el método de decoherencia instantánea para a) 2PPE, b) 22PPE, c)
222PPE, d) 233PPE and e) 22233PPE. Las lı́neas discontinuas muestran los resultados
para las dinámicas SH mientras que las continuas muestran los resultados para EHR.

una superficie con menor energı́a, el subsistema nuclear tiende a alejarse de la región de
fuerte acoplamiento entre las dos superficies involucradas en el salto. Este fenómeno se
conoce como efecto de Shishiodoshi por su similitud con el funcionamiento de las fuentes
de agua japonesas de bambú, y es el responsable de la canalización intramolecular de
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energı́a tan eficiente en estos sistemas, permitiéndoles actuar como verdaderas antenas
moleculares captadoras de luz capaces de canalizar sus excesos de energı́a absorbida
a un receptor común. El efecto Shishiodoshi también lo podemos ver en las dinámicas
EHR y se debe a la componente no adiabática de la fuerza (2.62), que al compensar
la variación energética en el subsistema electrónico cuando ocurre transferencia de po-
blación de un estado con mayor energı́a a otro con menor energı́a, aleja al subsistema
nuclear de las regiones de fuerte acoplamiento.

4.5. Comparación entre EHR y AIMC

Veamos ahora la comparación directa entre los métodos EHR y AIMC, que mostra-
mos en la figura 4.6. Las poblaciones cuánticas de EHR se calculan como promedios
sobre el ensemble para el módulo al cuadrado de los coeficientes propagados de acuer-
do a la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo (2.15) y se muestran con lı́neas
continuas. Por su parte, las poblaciones cuánticas para AIMC se calculan mediante la
ecuación (2.132) y se muestran con lı́neas discontinuas. Para estas simulaciones y con
el objetivo de acentuar el efecto de los clones, hemos tomado π

36
= 5◦ como umbral δ2

para el segundo criterio de clones calculado de acuerdo a la ecuación (2.109).
Podemos notar como, al igual que para los dos métodos anteriores, se observa para

todos los sistemas una transferencia inicial ultrarápida desde los estados electrónicos
excitados inicialmente. La similitud tan alta para tiempos cortos entre los métodos EHR y
AIMC se debe a que al inicio de estas dinámicas toda la población se encuentra sobre un
único estado y por lo tanto no ocurren eventos de clonado. Las diferencias entre ambos
métodos comienzan a aparecer únicamente cuando al menos dos estados electrónicos
se encuentran suficientemente poblados y de esta manera se cumplen los requerimientos
impuestos por el primer criterio de clonado de acuerdo con la ecuación (2.104).

Aquı́ resulta interesante notar como la población final de S1 para todas las simulacio-
nes relaja a un valor mayor para AIMC que para EHR. Esto se debe a que AIMC tiene
la flexibilidad de representar bifurcaciones de la función de onda en el espacio de confi-
guraciones, lo que provoca una exploración más amplia del espacio de configuraciones
respecto a EHR y por lo tanto el sistema encuentra caminos de relajación más eficien-
tes. Este resultado no sólo es común para estos cinco sistemas, sino que se encuentra
presente siempre que hemos comparado simulaciones EHR y AIMC, como veremos en
los próximos capı́tulos. Es importante notar también que el efecto se acentúa para los
sistemas 233PPE y 22233PPE, en los que tienen lugar más de un camino de relajación.

El otro aspecto interesante de la comparación lo podemos notar en la figura 4.6 (c),
que muestra una transferencia oscilatoria entre los estados S3 y S1 sin que S2 actúe co-
mo estado intermedio. Como ya habı́amos visto en la sección anterior, este efecto es
observado en las simulaciones EHR pero no en las SH. Las dinámicas EHR tienden a
sobreestimar la coherencia entre estados electrónicos [115–117], algo que es corregido
en las simulaciones AIMC debido a que incorporan de forma natural los efectos de deco-
herencia cuando ocurren bifurcaciones de la función de onda en el espacio de configura-
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Figura 4.6: Evolución en el tiempo de las poblaciones electrónicas para a) 2PPE, b)
22PPE, c) 222PPE, d) 233PPE and e) 22233PPE. Las lı́neas sólidas corresponden a
las simulaciones EHR y las discontinuas corresponden a las simulaciones AIMC.

ciones. De acuerdo con esto, las oscilaciones entre las poblaciones de S1 y S3 son mucho
más acentuadas para EHR mientras que para AIMC se amortiguan más rápidamente sin
dejar de ser perceptibles, lo que nos indica que AIMC nos brinda una información más
fidedigna sobre este tipo de fenómenos a expensas del incremento de los recursos de
cómputo.
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4.6. Parámetros y convergencia del método AIMC

La precisión de AIMC depende de la convergencia y robustez del método respecto
a los diferentes parámetros que intervienen en su implementación numérica. Asimismo,
estos parámetros nos permiten regular el crecimiento de la base a expensas del incre-
mento de los recursos de cómputo necesarios. Aquı́ es importante notar que, en principio,
el método AIMC se puede converger al resultado cuántico exacto [56,57] y la única limi-
tación estriba en la dificultad de muestrear todo el espacio de configuraciones, lo que se
convierte imposible en la práctica para sistemas moleculares suficientemente grandes.
Contando con un método que se puede converger al resultado cuántico exacto a expen-
sas de incrementar el costo cómputo, resulta extremadamente conveniente establecer
la relación ideal entre costo y precisión. Aunque esta relación siempre dependerá del
sistema y proceso en cuestión que se quiere describir, resulta útil analizar el impacto al
manipular algunos de los parámetros que intervienen en el control del número de clones
que produce el algoritmo.

En la figura 4.7 podemos ver una comparación entre los resultados empleando varia-
ciones de algunos de los parámetros involucrados. Debido a la gran cantidad de simula-
ciones realizadas, ahora nos enfocaremos solamente en los sistemas 2PPE y 222PPE.
La lista completa de todas las simulaciones realizadas y los parámetros variados corres-
pondientes se encuentra en la tabla 4.1.

Las figuras 4.7 (a) y (b) nos muestran la rápida convergencia de los resultados obteni-
dos de simulaciones AIMC respecto al numero de trayectorias consideradas, lográndose
resultados cualitativamente correctos con solo 100 trayectorias y una convergencia cuan-
titativa a partir de 200 trayectorias, en contraste con las simulaciones de SH que solo
muestran resultados cualitativamente convergidos a partir de las 300 trayectorias, como
nos muestra la figura 4.3. Las dinámicas AIMC no muestran una diferencia considerable
cuando se aumenta el número total de trayectorias a 600.

Las figuras 4.7 (c) y (d) muestran que no se adquiere una mejora significativa de los
resultados una vez que el número de clones por condición inicial supera aproximada-
mente los 13. Como es natural esperar, a medida que el número de clones por condición
inicial aumenta, podemos ver que la curva para la evolución temporal de la población de
S1 comienza a alejarse cada vez más de la curva correspondiente al método EHR, que
nos sirve de referencia porque es el lı́mite de AIMC cuando el número de clones tiende
a cero. La convergencia de los resultados con el aumento del número de clones se debe
a la disminución de los pesos correspondientes a las configuraciones de acuerdo a las
ecuaciones (2.101) y (2.102) cada vez que ocurre una bifurcación.

Finalmente, las figuras 4.7 (e) y (f) nos muestran la robustez de los resultados an-
te el ancho de las Gaussianas γn que componen a los CS de acuerdo a la ecuación
(2.75), exceptuando el caso en el que los anchos son estrictamente cero. Este resultado
es esperado para sistemas moleculares conjugados con cientos de grados de libertad
nucleares sujetos a distorsiones térmicas a temperatura ambiente. El solapamiento nu-
clear entre diferentes configuraciones decae rápidamente después de una bifurcación y
los detalles sobre la magnitud de uno de estos en particular se pierden en el promedio
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Figura 4.7: Evolución en el tiempo de la población del estado excitado S1 para 2PPE
y 222PPE usando EHR y AIMC y variando diferentes parámetros. a) y b) muestran la
convergencia de AIMC en función del número de configuraciones iniciales para 2PPE y
222PPE. c) y d) muestran la convergencia de AIMC con respecto al número de eventos
de clones por configuración inicial para 2PPE y 222PPE. e) y f) muestran la robustez de
los resultados de AIMC con respecto al ancho de las Gaussianas α correspondientes a
los CS. Los valores correspondientes a α para cada tipo de átomo se han extraı́do de [86].
En la tabla 4.1 podemos ver la lista completa del conjunto de parámetros empleados en
estas simulaciones. Los valores oscurecidos en la tabla coinciden con cada una de las
leyendas.

por el ensemble.
Es importante señalar que, a pesar de que nuestro análisis se encuentra limitado por

el tiempo de simulación, el tamaño de los sistemas y el número de los estados consi-
derados, nos brinda una idea de la mejora que representa AIMC respecto de EHR y el
aumento correspondiente del costo de cómputo que implica. Para el sistema 2PPE, las
simulaciones AIMC logran un aumento de aproximadamente el 10 % en la población final
de S1 respecto a los valores obtenidos en las simulaciones EHR. Esto corresponde a un
valor intermedio entre los valores previamente obtenidos en simulaciones EHR y SH. Las
simulaciones AIMC resultaron en un aumento relativo menor en la población final de S1

para el sistema 222PPE respecto a las simulaciones EHR. Sin embargo, las simulacio-
nes AIMC presentan un mayor amortiguamiento para las oscilaciones en la población de
S1 durante los primeros 50 fs, lo cual significa una corrección a la sobrestimación de la
coherencia en las simulaciones EHR. Estas mejoras se alcanzan ampliando el número
de simulaciones EHR aproximadamente 13 veces, lo que se traduce un aumento de un
orden de magnitud del tiempo total de cómputo. En la práctica, todas estas simulaciones
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Sistema Inciso Condiciones δ2 ∗ Lı́mite Ancho de Total de clones
iniciales de clones los CS (por condición inicial)

2PPE a) 300 15◦ 16 α 2942 (9.8)
2PPE a) 300 10◦ 16 α 3694 (12.3)
2PPE a) 300 5◦ 16 α 4110 (13.7)
2PPE a) 300 1◦ 16 α 4162 (13.9)
2PPE a) 300 5◦ 32 α 7963 (26.5)
2PPE a) 300 1◦ 32 α 8070 (26.9)

222PPE b) 300 15◦ 16 α 3077 (10.3)
222PPE b) 300 10◦ 16 α 4098 (13.7)
222PPE b) 300 5◦ 16 α 4312 (14.4)
222PPE b) 300 1◦ 16 α 4346 (14.5)
222PPE b) 300 5◦ 32 α 8954 (29.9)
222PPE b) 300 1◦ 32 α 9087 (30.3)
2PPE c) 300 5◦ 16 0 α 4110 (13.7)
2PPE c) 300 5◦ 16 0,5 α 4110 (13.7)
2PPE c) 300 5◦ 16 α 4110 (13.7)
2PPE c) 300 5◦ 16 2 α 4110 (13.7)

222PPE d) 300 5◦ 16 0 α 4312 (14.4)
222PPE d) 300 5◦ 16 0,5 α 4312 (14.4)
222PPE d) 300 5◦ 16 α 4312 (14.4)
222PPE d) 300 5◦ 16 2 α 4312 (14.4)
2PPE d) 100 5◦ 16 α 980 (9.8)
2PPE d) 200 5◦ 16 α 2550 (12.8)
2PPE d) 300 5◦ 16 α 4110 (13.7)
2PPE d) 400 5◦ 16 α 5676 (14.2)
2PPE d) 500 5◦ 16 α 7269 (14.5)
2PPE d) 600 5◦ 16 α 8822 (14.7)

222PPE d) 100 5◦ 16 α 1072 (10.7)
222PPE d) 200 5◦ 16 α 2750 (13.8)
222PPE d) 300 5◦ 16 α 4312 (14.4)
222PPE d) 400 5◦ 16 α 6065 (15.2)
222PPE d) 500 5◦ 16 α 7728 (15.5)
222PPE d) 600 5◦ 16 α 9376 (15.6)

Tabla 4.1: Lista completa de parámetros empleados en las simulaciones de la figura 4.7.
Las leyendas de la figura 4.7 coinciden con los valores oscurecidos en la tabla. ∗ Aquı́ δ2

represental el umbral correspondiente al segundo criterio de clones dado por la ecuación
(2.109).
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se realizan en paralelo y el tiempo que demoran es el mismo que el de las dinámicas
EHR, suponiendo que se dispone del número de procesadores necesario para que todas
corran simultáneamente.

4.7. Discusión respecto a las cualidades de los distintos
métodos

Una vez analizados y comparados cada uno de los métodos, podemos destacar sus
debilidades y fortalezas. En un extremo tenemos el método SH que es el que menor
tiempo de cómputo requiere porque sólo es necesario calcular en cada paso de tiempo
uno solo de los gradientes. Además, los vectores de acoplamiento no adiabáticos sólo
necesitan calcularse durante los saltos y únicamente entre los estados involucrados en
el salto. El cálculo de estas dos magnitudes es uno de los cuellos de botella de cualquier
algoritmo de dinámica molecular no adiabática y cuando estamos tratando con sistemas
en los que tenemos que considerar decenas de estados excitados, SH se convierte en
la única solución viable. Además, las simulaciones EHR requieren pasos de integración
menores que las SH debido a los cambios abruptos que puede experimentar la contri-
bución no adiabática a la fuerza (2.62). Esto hace que a pesar de que las dinámicas
SH necesitan más trayectorias que las EHR para conseguir resultados cualitativamente
válidos, sigan siendo menos costosas computacionalmente.

Las dinámicas SH son capaces de describir múltiples caminos de relajación e identi-
ficar y analizar efectos minoritarios que no son detectados en las dinámicas EHR, como
pueden ser la acumulación transitoria del exceso de energı́a en un estado electrónico
particular, pero que solo se observe para configuraciones minoritarias en el espacio con-
formacional de la molécula. Otra gran ventaja que tienen las dinámicas SH es que, por
su naturaleza, permiten la descripción de eventos que dependen fuertemente del movi-
miento nuclear especifico de un estado electrónico particular que presente diferencias
significativas respecto al movimiento sobre otros estados excitados.

Si bien las simulaciones SH permiten obtener resultados cualitativamente correctos
para los tiempos de relajación electrónica, dependen de una expresión ad-hoc para el
cálculo de la probabilidad de salto (2.71) y también necesitan la incorporación de méto-
dos ad-hoc de decoherencia artificial que solucionen sus problemas de inconsistencia
interna entre las poblaciones clásicas y cuánticas. Esto hace que SH no permita una ge-
neralización directa para poder incorporar una descripción cuántica de los sistemas, por
lo que no puede describir fenómenos como los de coherencia, energı́a de punto cero o
efecto túnel, que pueden estar presentes durante la relajación electrónica y vibracional.

Por su parte, el método EHR brinda un tronco común sobre el que podemos introducir
las aproximaciones que dan lugar a las dinámicas SH, como vimos en la sección 2.5, o las
generalizaciones que dan lugar a MCE y AIMC, como vimos en las secciones 2.6 y 2.7.
Las dinámicas EHR son computacionalmente más costosas que las SH. La desventaja
fundamental del método EHR es que no puede describir la ocurrencia simultánea de
varios caminos de relajación vibracional, que sı́ pueden ser descritos por las trayectorias
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SH cuando se promedia por un ensemble lo suficientemente grande. Además, dado que
todos los coeficientes propagados mediante la ecuación de Schrödinger dependiente
del tiempo (2.15) evolucionan en el mismo campo medio, las dinámicas EHR tienden a
sobrestimar los efectos de coherencia electrónica. Este problema se ve acrecentado en
particular cuando existe más de un camino de relajación.

Las dinámicas EHR resultan más adecuadas cuando existen varios estados excitados
suficientemente homogéneos y con cierto grado de acoplamiento durante la relajación no
radiativa. Sin embargo, a diferencia de las dinámicas SH, las simulaciones EHR no son
adecuadas para identificar efectos minoritarios como caminos de relajación alternativos
menos probables que lleven a productos finales secundarios. Además, el tratamiento del
subsistema nuclear sobre una superficie de energı́a potencial promedio se vuelve inváli-
do en regiones del espacio de configuraciones donde los diferentes estados excitados
dejen de estar acoplados. También es conocido que las dinámicas EHR sufren de un
calentamiento continuo del subsistema electrónico, lo que puede provocar que a tiempos
largos no se recupere la distribución en equilibrio para las poblaciones electrónicas, lo
que se conoce como la pérdida del equilibrio o balance detallado [117].

Las dinámicas SH y EHR poseen ventajas y desventajas prácticamente opuestas. En
este contexto, AIMC surge como una alternativa en la que se permiten bifurcaciones de la
función de onda cuando el sistema se encuentre ante la disyuntiva de más de un camino
de relajación electrónica y vibracional. Las bifurcaciones de la función de onda cumplen
el doble propósito de restablecer el sentido fı́sico del campo medio de EHR para cada
una de las nuevas configuraciones y de contrarrestar de forma natural el efecto de la
sobrestimación de la coherencia electrónica inherente a EHR. Además, las bifurcaciones
permiten una mejor exploración del espacio de configuraciones, permitiendo también de
forma natural la descripción de más de un camino de relajación y que el sistema relaje
más rápido respecto a las dinámicas EHR. Por último, el número de bifurcaciones que se
producen se puede manipular controlando los criterios para la generación de clones. La
desventaja fundamental de AIMC es el crecimiento rápido del costo de cómputo, que se
duplica con cada bifurcación.

A modo de resumen, podemos establecer las siguientes lı́neas generales para la
simulación de dinámicas moleculares no adiabáticas en estados excitados respecto a
los métodos discutidos en este trabajo. SH es el menos costoso computacionalmente y
consigue de forma precisa la descripción de los tiempos de relajación electrónica y vi-
bracional, resultando ideal para estudiar aquellos sistemas más grandes o en los que
sea necesario considerar un gran número de estados excitados. Además, es capaz de
describir varios caminos de relajación simultáneos. EHR también es capaz de describir
cualitativamente los tiempos de relajación electrónica y vibracional pero no puede descri-
bir correctamente varios caminos de relajación simultáneos. Las dinámicas EHR resultan
particularmente útiles cuando existe un solo camino de relajación electrónica y vibracio-
nal y por lo tanto los gradientes de todas las superficies involucradas son muy parecidos.
Por último, AIMC es una generalización de EHR que permite bifurcaciones de la función
de onda en el espacio de configuraciones restaurando el significado fı́sico del campo
medio siempre que falle y permitiendo la descripción precisa de varios caminos de rela-
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jación que pueden tener lugar al mismo tiempo, lo que además compensa la coherencia
sobrestimada inherente a las dinámicas EHR. La combinación de estos factores se ma-
terializa en que AIMC comparte las ventajas de los métodos EHR y SH a expensas de
un mayor costo computacional. Esto además conduce a que los resultados de AIMC se
encuentren entre los obtenidos para EHR y SH.
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Capı́tulo 5

Fotoexcitación y relajación de la
energı́a electrónica en un nanobelt de
carbono

En este capı́tulo nos proponemos estudiar la relajación no radiativa luego de la fo-
toexcitación en un nanobelt de carbono totalmente fusionado con anillos compartiendo
sus bordes [118]. Como veremos, en este proceso intervienen los 30 primeros estados
excitados, por lo que las simulaciones de dinámicas EHR implicarı́an el cálculo de los
30 gradientes correspondientes y los vectores de acoplamiento no adiabático entre los
580 posibles pares de estados excitados. Además, como veremos, la escala de tiempo
del proceso es de varios picosegundos. Debido a estas caracterı́sticas, el método SH se
presenta como el más adecuado para este estudio.

5.1. Introducción

Los nanorings y nanobelts de carbono son moléculas cilı́ndricas que se sintetizan con
el objetivo fundamental de que sean la base para el crecimiento posterior de nanotubos
de carbono con quiralidad, diámetro y estructura especı́ficos [119–125]. Sin embargo,
esta no es la única utilidad que presentan estas moléculas. De hecho, estas estructu-
ras desempeñan un rol fundamental en la quı́mica supramolecular formando complejos
con una variedad de huéspedes que encajan en su cavidad [126–130]. Además, las ar-
quitecturas inusuales de los nanorings y nanobelts de carbono les proveen de propie-
dades fı́sico-quı́micas y electrónicas interesantes que pueden ser explotadas con fines
tecnológicos [131].

Los nanorings de carbono están formados por arenos unidos por enlaces simples y
sus propiedas fotofı́sicas han sido más exploradas [25,26,132–150] en comparación con
las de los nanobelts de carbono [151–153], que también están formados por arenos pero
fusionados de forma que comparten algunos de sus extremos. Esta disposición provoca
que sean más rı́gidos y reactivos, lo que dificulta mucho su sı́ntesis en comparación con
los cycloparaphenylenes (CPP) y nanorings de carbono relacionados. A pesar de esto,
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nuevas estrategias de sı́ntesis [121, 125, 154–157] han permitido la elusiva fabricación
[155] de algunos de estos compuestos con diferentes estructuras quı́micas.

La simetrı́a circular de los nanorings, al igual que para los CPP, provoca que todos sus
estados electrónicos se encuentren deslocalizados a lo largo de toda la molécula [25].
Debido a esta simetrı́a, el estado excitado S1 se encuentra ópticamente prohibido. A
pesar de esto, los CPP largos son emisores eficientes debido a que los estados excitados
se vuelven localizados durante la relajación electrónica fotoinducida. Este fenómeno se
conoce como autoconfinamiento y en este caso se le atribuye a rotaciones dinámicas
de los ángulos dihedros entre las unidades phenyl después de la fotoexcitación [26].
En contraste, la rigidez de los nanobelts evita que sufran deformaciones que los alejen
mucho de la estructura de perfecta simetrı́a y las funciones de onda correspondientes a
los estados excitados se mantiene deslocalizadas en todo momento. Por lo tanto, resulta
interesante estudiar el impacto que tienen la rigidez de los nanobelts de carbono y la
deslocalización de sus estados excitados en la relajación no radiativa que tiene lugar
después de una fotoexcitación.

En este capı́tulo presentamos los resultados de la simulación mediante SH de la rela-
jación electrónica y vibracional de un nanobelt de carbono que fue sintetizado de forma
exitosa en 2017 [157] y cuya estructura quı́mica podemos ver esquematizada en la figura
5.1 (a).

5.2. Espectro de absorción

De forma análoga a los casos presentados en el capı́tulo 4, hemos comenzado nues-
tras simulaciones con una dinámica molecular en el estado fundamental de un nanose-
gundo y empleando la ecuación de Langevin (B.1) equilibrada a 300 K y con una cons-
tante viscosa de 20 ps−1. De aquı́, después de la estabilización de la energı́a a 300 K,
hemos seleccionado 1000 estructuras para el cálculo del espectro de absorción que po-
demos ver en las figuras 5.1 b), c) y d), y que reproduce los aspectos principales del
espectro experimental [157] dados entre paréntesis: dos picos mayores en 275 (284) nm
y 325 (313) nm, un pico menor a energı́as más bajas en 360 aproximadamente (412) y
una banda más ancha y menos intensa en la región de 500 a 550 nm que se le atribuye
al estado S1 ópticamente prohibido por su simetrı́a. Esto es común también a los CPP y
nanorings porque S1 está deslocalizado en toda la molécula. Sin embargo, mientras que
en los CPP el pico de absorción principal se le atribuye a los estados degenerados S2 y
S3 [25, 26], en el caso de los nanobelts, los 12 primeros estados excitados contribuyen
poco al espectro de absorción. Aquı́, los dos picos principales corresponden, el primero
a los estados S12 y S13, y el segundo a los estados S21−30.

La polarización de los diferentes estados excitados se puede explorar trasladando
y rotando cada una de las estructuras a partir de las cuales se calcula el espectro, de
forma que se superpongan sus centros de masa y ejes principales de inercia. Ası́, todas
las estructuras quedan superpuestas en un sistema de referencias común en el que los
dos primeros ejes principales de inercia están dispuestos a lo largo de los ejes x e y
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Figura 5.1: a) Estructura quı́mica del nanobelt de carbono, también se muestran los ejes
de inercia x, y y z. b) Espectro de absorción calculado a 300 K a partir de los 30 primeros
estados excitados. c) Espectro de absorción en la región de bajas frecuencias mostran-
do las contribuciones pequeñas de los estados en esta región. d) Intensidades de las
absorbancias relativas en las direcciones x, y y z mostradas en el inciso a).
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mostrados en la figura 5.1 (a). Asimismo, el tercer eje de inercia, que se encuentra a lo
largo del eje de simetrı́a del nanobelt, queda dispuesto a lo largo del eje z. En este nuevo
sistema de referencia podemos calcular el momento de transición dipolar en cada una de
estas direcciones. La figura 5.1 (d) muestra las contribuciones al espectro de absorción
de los diferentes estados excitados a lo largo de cada una de las direcciones x, y y z.
Podemos observar que la mayorı́a de los momentos de transición dipolar se encuentran
dispuestos en las direcciones de los ejes x e y, o sea, dispuestos en la dirección ortogonal
al eje de simetrı́a del nanobelt. En contraste, los estados S16−19 localizados entre los dos
picos principales a 275 y 325 nm están polarizados a lo largo del eje z. Por lo tanto, de
aquı́ podemos predecir una rápida caı́da de la anisotropı́a de fluorescencia después de
una excitación sobre los 275 nm.

5.3. Relajación electrónica

Para la estudiar la relajación electrónica y vibracional seleccionamos como punto de
partida 500 de las estructuras empleadas para el cálculo del espectro de absorción con
sus momentos correspondientes. Para representar la excitación inicial mediante un láser
empleamos ventana de Frank-Condon dada por la ecuación:

gI = exp
[
−T 2(Elaser − ΩI)

2
]
, (5.1)

donde ΩI y Elaser representan respectivamente las energı́as correspondientes al estado
I y al láser con forma Gaussiana:

f(t) = exp

(
− t2

2T 2

)
, (5.2)

centrado en 275 nm, que coincide con el primero de los picos del espectro de absorción
mostrado en la figura 5.1 (b). También se consideró un valor T 2 de 42.5 fs correspondien-
te a un ancho a la mitad de la altura máxima de la Gaussiana de 100 fs. Finalmente, el
estado inicial para las dinámicas SH se seleccionó con una distribución aleatoria ponde-
rada por los valores gI y las contribuciones correspondientes al espectro de absorción.

En la figura 5.2 podemos ver la evolución en el tiempo de los estados excitados dis-
puestos en bandas de forma que comparten valores de energı́a y comportamientos simi-
lares durante la relajación no radiativa. Primeramente, en la figura 5.2 (a) podemos ver
la banda compuesta por los estados S21−30, que son aquellos que comienzan poblados
debido a la interacción inicial con el láser. Estos son los estados que contribuyen al pico
sobre los 275 nm en el espectro de absorción mostrado en las figuras 5.1 b) y d). El
sistema experimenta una transición rápida de los estados en esta banda a los estados
en la banda de S13−18 en los primeros 100 fs aproximadamente. A pesar de que los esta-
dos S19 y S20 no comienzan inicialmente poblados por la interacción con el láser, fueron
incluidos en la primera banda debido a que sus tiempos de vida son similares a los de
los demás estados en esta banda. La alta densidad de estados en el rango de 260 a 290
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Figura 5.2: a) - e) Evolución en el tiempo de las poblaciones electrónicas para diferentes
bandas de estados. f) Evolución en el tiempo para la población total de cada una de estas
bandas empleando una escala de tiempo temporal logarı́tmica. g) Evolución en el tiempo
de la densidad de probabilidad para el estado que guı́a al subsistema nuclear durante
las dinámicas SH. Las lı́neas horizontales grises denotan los estados de vida larga que
forman cuellos de botella durante la relajación no radiativa.

nm contribuye a una alta eficiencia en la transferencia de población en esta región del
espectro.

A continuación, los estados excitados en la banda S13−18, asociados con el pico sobre
los 325 nm del espectro de absorción mostrado en las figuras 5.1 (b) y (d), experimentan
transiciones hacia la próxima banda compuesta por los estados excitados S8−12. Es in-
teresante notar que de los estados excitados en la banda S13−18 el que mayor población
alcanza es el S13 sobre los 100 fs. Esto se debe a que hay una gran diferencia de energı́a
entre los estados excitados S12 y S13, como podemos ver en la figura 5.1 (b). Subsecuen-
temente, S13 permanece poblado hasta los primeros 400 fs aproximadamente.

La evolución en el tiempo de las poblaciones de los estados excitados en la tercera
banda S8−12 la podemos ver en la figura 5.2 (c). Esta banda comprende a los estados
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excitados que contribuyen al hombro sobre los 360 nm aproximadamente del espectro de
absorción mostrado en la la figura 5.2 (b). Aquı́, el estado S8 adquiere la mayor población
y se mantiene poblado durante 1 ps aproximadamente, lo que nuevamente se debe a
que hay una diferencia de energı́a grande con el estado inmediatamente inferior S7, como
muestra la figura 5.1 (c).

La cuarta banda está compuesta por los estados excitados S3−7 y podemos ver la
evolución en el tiempo de las poblaciones de sus estados excitados en la figura 5.2 (d).
Esta banda transfiere su población hacia el estado S2 en una escala de tiempo de 1 ps
aproximadamente, que a su vez transfiere su población hacia S1 durante los próximos
picosegundos.

La figura 5.2 (f) muestra la evolución en el tiempo de la suma de las poblaciones conte-
nidas en cada una de las bandas descritas empleando una escala de tiempo logarı́tmica.
Lo cuál nos da una idea global del proceso de relajación que se hace cada vez más lento
a medida que el sistema va atravesando cada una de las bandas descritas. La similitud
entre las curvas que describen a la suma de las poblaciones de cada una de las bandas
nos da la idea de que la velocidad del proceso de relajación presenta una decaimiento
exponencial a medida que el sistema va atravesando cada uno de los estados excitados.

De forma alternativa, la figura 5.2 (g) muestra la evolución en el tiempo de densidad
de probabilidad de que el subsistema nuclear sea guiado por cada uno de los estados
excitados durante la dinámica SH. Se nota claramente como la población se acumula en
cada uno de los estado excitados de menor energı́a de cada una de las bandas antes
de saltar a la próxima banda. Estos estados son S2, S8, S12 y S19 y todos ellos tienen en
común un salto energético considerable con el estado inmediatamente inferior, que es lo
que provoca que las poblaciones electrónicas se mantengan atrapadas por perı́odos de
tiempo relativamente más largos que para los demás estados. Por último, resulta intere-
sante notar que los saltos energéticos relativamente grandes entre estados consecutivos
coinciden con los cambios en la polarización de los estados excitados mostrada en la
figura 5.1 (d).

5.4. Espectro de emisión

La coincidencia del espectro de absorción mostrado en la figura 5.1 con la medición
experimental reportada en [157] nos confirma que el Hamiltoniano semiempı́rico AM1
empleado en nuestras simulaciones es capaz de describir correctamente el cálculo de
la estructura electrónica realizado al vuelo durante nuestras simulaciones. Para alcanzar
una validación más completa de nuestros resultados, también calculamos el espectro de
emisión a partir de las energı́as correspondientes a S1 para las estructuras finales a los 4
ps. En la figura 5.3 podemos ver el espectro de emisión calculado, que se caracteriza por
una banda ancha que se extiende al infrarrojo cercano con un máximo sobre los 610 nm.
Este resultado también está en excelente concordancia con el máximo de la banda ancha
medida experimentalmente sobre los 630 nm aproximadamente [157], lo cual valida que
efectivamente el proceso de relajación no radiativa tiene lugar durante 4 ps.
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Figura 5.3: Espectro de emisión calculado a partir de las energı́as correspondientes a S1

para las estructuras finales a 4 ps.

5.5. Análisis de la redistribución espacial de ρ(t)

La relajación no radiativa del nanobelt de carbono estudiado es significativamente
más lenta que las escalas de tiempo correspondientes a los CPP, que usualmente son
de unos pocos cientos de femtosegundos [26]. Como ya discutimos, esto se debe en
parte a que la rigidez del nanobelt de carbono impide el autoconfinamiento de los esta-
dos excitados, que permanecen deslocalizados en todo momento. Para profundizar en
este aspecto, analicemos el número de participación PN(T ) de la fracción de ρ(t) sobre
diferentes fragmentos X de la molécula, que se define como [158,159]:

PN(t) =

 Nf∑
X

(ρX(t))2

−1

, (5.3)

donde Nf es el número de fragmentos considerados y δX(t) está dado por:

ρX(t) =
∑
n∈X

(ρ(t))2
nn , (5.4)

que es la suma de los cuadrados de los términos diagonales correspondientes a los
orbitales atómicos n que se encuentran en el fragmento X de la molécula, de la matriz
densidad de transición correspondiente al estado excitado que guı́a al subsistema nuclear
en el instante de tiempo t. Esto es, ρX(t) es la fracción de ρ(t) sobre el fragmento X en
el instante de tiempo t. Los términos matriciales de ρ(t) están dados según la ecuación
(3.143) para el caso en que la transición ocurre del estado fundamental al estado excitado
en cuestión, y la suma de los términos diagonales por todos los orbitales de la molécula
ha sido normalizada a 1.

En general, el número de participación PN(t) se encuentra acotado entre 1 y el núme-
ro de fragmentos Nf considerados, y resulta muy útil para estudiar la distribución de una
magnitud normalizada sobre el total de fragmentos. En el caso de que toda la distribu-
ción se encuentre localizada sobre uno solo de los fragmentos en particular, entonces
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PN(t) toma su valor mı́nimo posible 1. En el otro extremo cuando toda la distribución se
encuentra distribuida con iguales fracciones en cada uno de los fragmentos, entonces
PN(t) toma su valor máximo posible Nf . Estas caracterı́sticas lo hacen ideal para estu-
diar cuantitativamente la distribución de ρ(t) sobre diferentes fragmentos de la molécula.
Durante nuestro análisis, emplearemos el número de participación definido para diferen-
tes particiones de la molécula, que puntualizaremos en cada caso.

En la figura 5.4 (a) podemos ver la evolución en el tiempo del número de participación
de ρ(t) distribuida sobre seis fragmentos equivalentes encerrados entre los paréntesis en
el esquema extendido de la molécula. Como podemos ver, el número de participación
mantiene durante los 4 ps un valor cercano al número total de fragmentos escogido,
que es seis. Esto nos indica que ρ(t) está distribuida uniformemente sobre todos los
fragmentos escogidos de esta forma, lo que nos confirma la ausencia del fenómeno de
autoconfinamiento durante la relajación no radiativa.

Para continuar nuestro análisis, hemos dividido nuevamente la molécula de acuerdo
a la simetrı́a de cada uno de los átomos de carbono a, b, c y d, como muestra el esquema
extendido de la figura 5.4 (b). Aquı́, también podemos ver la evolución en el tiempo de
la fracción de ρ(t) sobre cada uno de estos tipos de átomos. Podemos notar como la
fotoexcitación inicial se localiza principalmente sobre los átomos de tipo a, que durante
los primeros 100 fs tiene una transferencia hacia los átomos de tipo d y b. Finalmente,
hacia los 4 ps, la excitación termina localizada sobre los átomos de tipo c.

La redistribución de la fracción de ρ(t) sobre cada uno de los tipos de átomos puede
relacionarse con el pasaje del paquete ondas electrónico por la densa variedad de es-
tados excitados involucrados durante el proceso de transferencia que termina sobre S1.
Esto lo podemos ver en las figuras 5.5 (a), (b), (c) y (d), que muestran la densidad de
probabilidad de la fracción de ρ(t) sobre cada uno de los conjuntos de tipos de átomos
para cada uno de los estados excitados. Este gráfico se ha generado tomando los valores
correspondientes a los términos diagonales de ρ(t) cuando el sistema pasa por cada es-
tado electrónico en cuestión. La información conjunta de todos los instantes de tiempo y
trayectorias nos brinda un panorama general sobre la topologı́a de los estados excitados
involucrados y sus cambios de localización espacial durante la relajación no radiativa.

La primera banda S20−25 centrada en el pico de 275 nm del espectro de absorción
mostrado en la figura 5.1 (b) se encuentra localizada principalmente sobre los átomos
de tipo a, como muestra la figura 5.5 (a). Esto es lo que provoca la excitación inicial se
localice sobre este tipo de átomos como vimos en la figura 5.4 (b). El pasaje a través del
estado excitado S19 representa un cambio importante en la localización de la excitación
porque la figura 5.5 (d) nos muestra que S19 está principalmente localizado en los átomos
de tipo d. En esta región del espectro, S19 es el único estado localizado en los átomos de
tipo d, porque los estados S15−18 se vuelven a encontrar localizados principalmente sobre
los átomos de tipo a. Estos cambios abruptos de la localización de la excitación reducen el
solapamiento entre las funciones de onda correspondientes a S19 y sus estados excitados
vecinos, lo que a su vez provoca la reducción de los acoplamientos correspondientes y
por lo tanto la excitación se queda atrapada en S19 por un perı́odo de tiempo relativamente
largo. La acumulación de ρ(t) intermedia que observamos en la figura 5.4 (b) sobre los
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Figura 5.4: a) Evolución en el tiempo del número de participación calculado mediante
la ecuación (5.3). También se muestra un esquema extendido de la molécula y entre
corchetes uno de los seis fragmentos equivalentes empleados en el cálculo del número
de participación. La curva azul oscuro muestra el valor promediado por el ensemble y
el área azul pálido muestra la desviación estándar correspondiente. b) Evolución en el
tiempo de ρ(t) sobre diferentes tipos de átomos equivalentes definidos en el esquema
extendido de la molécula.

átomos de tipo d se puede relacionar con el aumento de ρ(t) cuando el paquete de
ondas electrónico atraviesa el estado S19, que además es el que más contribuye a la
absorción polarizada a lo largo del eje z, según nos muestra la figura 5.1 (d). Esto último
es congruente con la distribución espacial de los átomos de tipo d porque son los más
alejados del centro de la molécula.

El pasaje del sistema por los estados S13 y S14, asociados con el pico sobre los 325
nm en el espectro de absorción de la figura 5.1 (b), representa una deslacolización de la
excitación sobre todos los tipos de átomos. El pasaje a través del estado de vida larga
S8 también representa una redistribución intramolecular porque la excitación se vuelve
a localizar sobre los átomos de tipo d, como muestra la figura 5.5 (d). Nuevamente las
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Figura 5.5: a) - d) Densidad de probabilidad para la fracción de ρ(t) contenida sobre cada
uno de los tipos de átomos en función de los estados excitados. Los valores han sido
calculados cuando el estado correspondiente es el que guı́a al subsitema nuclear durante
las dinámicas SH. En cada inciso se puede ver un esquema extendido de la molécula con
el tipo de átomo correspondiente señalado. e) Densidad de probabilidad para el número
de participación calculado mediante la ecuación (5.3) y considerando como fragmentos
al conjunto de cada uno de los tipos de átomos. En todos los incisos podemos ver con
lı́neas discontinuas verticales los estados que tienen tiempos de vida relativamente más
largos.

diferencias significativas entre la localización de la excitación sobre S8 y sus estados ex-
citados vecinos reduce sus acoplamientos provocando un cuello de botella cuando el
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paquete de ondas electrónico atraviesa a S8. Finalmente, mientras la banda S2−7 corres-
ponde a estados deslocalizados en todos los tipos de átomos, la relajación a S1 requiere
otro cambio abrupto en la localización de la excitación, esta vez hacia los átomos de tipo
c, como muestra la figura 5.5 (c).

Los cambios abruptos en la localización espacial de la excitación que están tan re-
lacionados con los estados que tienen tiempos de vida largos y que presentan cuellos
de botella durante la relajación no radiativa se pueden analizar mediante el número de
participación calculado de acuerdo a la ecuación (5.3), tomando a los fragmentos co-
mo los conjuntos de cada tipo de átomo. Dado que el número de fragmentos escogidos
ahora es 4, el número de participación oscilará entre 1 y 4, tomando el valor 1 cuando
toda la excitación esté localizada sobre un solo tipo de átomos y el valor 4 cuando la
excitación se deslocalice sobre todos los tipos de átomos. La densidad de probabilidad
del número de participación definido de esta forma la podemos ver en la figura 5.5 (e).
Aquı́ se muestra como los cambios abruptos de la localización-deslocalización sobre los
diferentes tipos de átomos coinciden con aquellos estados con tiempos de vida largos.
Además, los estados excitados considerados con mayores energı́as que se correspon-
den con los picos de absorción sobre 275 y 325 nm están más localizados sobre tipos
de átomos especı́ficos en comparación con los estados excitados de menores energı́as.
A modo de excepción, la transición de S2 a S1 implica una localización repentina de la
excitación sobre los átomos de tipo c, como muestra la figura 5.5 (c).

5.6. Flujo mı́nimo acumulado

Para concluir nuestro análisis, resulta conveniente introducir el flujo mı́nimo estadı́sti-
co (SMF) según sus siglas del inglés statistical minimal flux. Este método fue desarrolla-
do originalmente para estudiar la transferencia de energı́a vibracional entre fragmentos
moleculares [160], luego fue extendido para estudiar la transferencia de ρ(t) entre frag-
mentos moleculares [161] y resulta extremadamente útil para identificar la existencia de
diferentes caminos de relajación, ası́ como para comparar la eficiencia de la transferen-
cia entre cada uno de ellos. Toda la información relacionada con la transferencia de ρ(t)
entre las diferentes unidades cromóforas se almacena en la matriz antisimétrica fXY (t):

fXY (t) = −fY X(t). (5.5)

En cada paso de tiempo ∆t, cada unidad cromófora se clasifica de acuerdo a si la frac-
ción 〈ρX(t)〉 de ρ(t) sobre ella aumenta o disminuye, donde ρX(t) se calcula de acuerdo
a la ecuación (5.4) y los corchetes angulares indican promedios sobre el ensemble. Si
〈ρX(t)〉 disminuye, entonces diremos que la unidad correspondiente se comporta en este
instante como donadora (D). Si por el contrario, 〈ρX(t)〉 aumenta, entonces diremos que
en este instante la unidad correspondiente se comporta como aceptadora (A). Suponien-
do que en canda instante solo puede haber transferencia de los fragmentos donadores a
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los aceptadores, obtenemos:

fXY (t) =

{ |∆δX(t)|∆δY (t)
∆δtotal(t)

, X ∈ D y Y ∈ A

0, X, Y ∈ D o X, Y ∈ A
(5.6)

donde ∆δX(t) es la variación de ρ(t) sobre el fragmento X durante el intervalo ∆t:

∆δX(t) = 〈ρX(t+ ∆t)〉 − 〈ρX(t)〉, (5.7)

y ∆δtotal(t) es la transferencia total definida como:

∆δtotal(t) =
∑
X∈D

|∆δX(t)| =
∑
Y ∈A

∆δY (t). (5.8)

Finalmente, se define el flujo acumulado FXY (t) de ρ(t) del fragmento X al Y como:

FXY (t) =

∫ t

0

fXY (t′)dt′. (5.9)

En la figura 5.6 muestra la evolución en el tiempo de ρ(t) acumulada δX(t) − δX(0)
sobre cada tipo de átomo y los flujos mı́nimos acumulados de ρ(t) entre cada par de
tipos de átomos. La figura 5.6 (a) nos indica que la excitación inicial localizada sobre
los átomos de tipo a se transfiere rápidamente a los demás tipos de átomos. Mientras
que los átomos de tipo d son los aceptadores principales iniciales, el flujo en la dirección
a → c se incrementa a tiempos mayores. Adicionalmente, también hay un flujo menor
hacia los átomos de tipo b. Posteriormente, la figura 5.6 (b) nos muestra que hay una
transferencia de la excitación sobre los átomos de tipo d hacia los átomos de tipo c y
también pero en menor medida hacia los de tipo b. Estos flujos menores hacia los átomos
de tipo b son redirigidos hacia los de tipo c de acuerdo a la figura 5.6 (c). De esta forma,
podemos concluir que la localización progresiva de la excitación sobre los átomos de tipo
c ocurre mediante distintos caminos de relajación desde los demás tipos de átomos. Las
contribuciones mayores están dadas por los caminos a → d → c y a → c, mientras que
también hay contribuciones menores de a→ d→ b→ c y a→ b→ c.
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Figura 5.6: Flujo mı́nimo acumulado de ρ(t) para los diferentes tipos de átomos calculado
mediante la ecuación (5.9). Los diferentes tipos de átomos están definidos en la figura
5.5.



104 CAPÍTULO 5. NANOBELT DE CARBONO



Capı́tulo 6

Transferencia unidireccional de la
energı́a electrónica y vibracional en
dendrı́meros

6.1. Introducción

En este capı́tulo presentamos los resultados de la aplicación de los métodos EHR y
AIMC, desarrollados en el marco de la metodologı́a NEXMD, a la simulación de la transfe-
rencia uniderccional de energı́a electrónica y vibracional durante la relajación no radiativa
entre fragmentos lineales de dos, tres y cuatro anillos de Poli Fenileno Etileno (PPE) uni-
dos mediante sustitución meta [69]. En la figura 6.1 podemos ver una de las moléculas
estudiadas. Este sistema es un fragmento de un dendrı́mero mucho mayor conocido co-
mo nanostar [11,113]. En particular, el fragmento que nos hemos propuesto estudiar en
esta sección cumple al mismo tiempo con las funciones de absorción y transporte eficien-
te de la excitación [3,9,13]. La alta eficiencia de la transferencia de energı́a intramolecular
en estos sistemas los ha convertido en sujetos de múltiples estudios teóricos y experi-
mentales [3, 9–13, 114, 162]. La molécula nanostar exhibe una estructura regular, con
varios grupos periféricos, unidades ramificadas repetidas y un núcleo de Peryleno. Los
grupos periféricos están formados por fragmentos lineales de dos anillos de PPE, mien-
tras que las estructuras ramificadas repetidas están formadas por fragmentos lineales de
PPE cuyas longitudes van aumentando desde la periferia hasta el núcleo. Los segmen-
tos lineales de PPE están unidos por sustitución meta en los nodos de las ramificaciones.
Estas ramificaciones meta localizan a los excitones sobre cada fragmento lineal de PPE.
Ası́, los fragmentos lineales de PPE se comportan como unidades cromóforas débilmente
acopladas, permitiendo que el espectro total de absorción del sistema se pueda interpre-
tar como la suma de sus contribuciones independientes. Las diferentes longitudes de los
fragmentos lineales de PPE crean un gradiente intramolecular para la energı́a desde la
periferia hasta el núcleo. Cuando las unidades de dos anillos en la periferia son excitadas
inicialmente, ocurre una transferencia de energı́a no radiativa hacia el núcleo con una efi-
ciencia cercana al 100 % [114]. En este contexto las simulaciones resultan de particular
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interés porque nos permiten elucidar los mecanismos atomı́sticos que posibilitan esta
transferencia unidireccional de energı́a tan eficiente.

6.2. Simulación de un dendrı́mero compuesto por unida-
des de dos y tres anillos

Veamos ahora las simulaciones mediante los métodos de EHR y AIMC para un dendrı́me-
ro formado por dos fragmentos lineales de dos y treas anillos. En la figura 6.1 podemos
ver el esquema correspondiente a esta molécula, que nosotros llamaremos 23PPE.

6.2.1. Espectro de absorción

Las simulaciones de este sistema comenzaron por el cálculo de la estructura de mı́ni-
ma energı́a para el estado fundamental. Esta estructura fue el punto de partida para una
subsecuente simulación de 1 ns de dinámica utilizando la ecuación de Langevin (B.1)
equilibrada a una temperatura de 300 K y con una constante viscosa de 20 ps−1. Una
vez alcanzado el equilibrio, se recolectaron 1000 estructuras equiespaciadas cada 0.5
ps, con las que calculamos el espectro de absorción mostrado en la figura 6.1.
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Figura 6.1: Espectro de absorción para 23PPE. En la parte superior izquierda se muestra
un esquema de la molécula.

El espectro de absorción de la figura 6.1 muestra que el estado excitado que más
absorbe es S1, sobre los 375 nm aproximadamente, seguido por S2 que tiene un máximo
sobre los 348 nm. Los demás estados excitados muestran contribuciones menores en el
espectro de absorción. La densidad de transición electrónica de S2 se encuentra locali-
zada espacialmente sobre el fragmento de 2 anillos mientras que la correspondiente a
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S1 se encuentra sobre el fragmento de 3 anillos [68]. Por lo tanto aquı́ resulta interesan-
te estudiar cómo es la transferencia de energı́a electrónica y vibracional unidireccional
2-anillos→ 3-anillos, que consiste precisamente en la relajación electrónica S2 → S1.

6.2.2. Dinámicas EHR y AIMC para 23PPE

Las 1000 coordenadas empleadas para el cálculo del espectro de absorción se redu-
jeron nuevamente a 100 para usarlas, junto con los momentos nucleares correspondien-
tes, como condiciones iniciales para las dinámicas moleculares en estados excitados. Por
su parte, las condiciones iniciales para el subsistema electrónico se eligieron de forma
análoga a las de la sección 5.3, empleando una ventana de Frank-Condon con una exci-
tación láser con una ancho temporal a la altura media de 100 fs y centrado en 348 nm,
que coincide con el máximo del espectro de absorción correspondiente a S2. Durante es-
tas dinámicas se consideraron los primeros 6 estados excitados para comprobar también
el efecto de la transferencia de población hacia estados de mayor energı́a durante las
dinámicas EHR y AIMC.

Por razones históricas, la forma para el tercer criterio de clones que empleamos en
estas simulaciones fue:∣∣∣∣∑I,J

(
a

(n)
I

)∗
a

(n)
J dIJ

(
V

(n)
I − V (n)

J

) ∣∣∣∣∣∣∣∣∑I

(
a

(n)
I

)∗
a

(n)
I ∇RnV

(n)
I

∣∣∣∣ ≤ δ3, (6.1)

que también cumple con el objetivo de cuantificar cuán débil es el acoplamiento entre los
estados excitados comparando las dos contribuciones de la fuerza (2.62). Esta expresión
posee la ventaja de ser adimensional y por lo tanto no depende del tamaño del sistema,
pero fue sustituida posteriormente por la expresión (2.110) que resulta ser más estable
numéricamente. En los resultados presentados en esta sección, tomamos el valor δ3 =
0,05, que implica que para aceptar la creación de un clon, tiene que cumplirse que el
módulo de la componente no adiabática de la fuerza (2.62) represente menos del 5 %
del módulo de la componente de la fuerza relacionada con los gradientes de los estados
electrónicos.

En la figura 6.2 podemos ver la evolución en el tiempo de las poblaciones electróni-
cas calculadas mediante las dinámicas EHR y AIMC. Ambas simulaciones muestran un
comportamiento cualitativo similar, indicando que el campo medio de Ehrenfest en este
caso describe correctamente la dinámica en estados excitados. Como ya mencionamos,
esto se debe en parte a que la transferencia de energı́a en este sistema, ocurre de forma
unidireccional. La corrección introducida por AIMC es pequeña y se reduce a un ligero
aumento de la población final que alcanza S1 y a un menor amortiguamiento de las os-
cilaciones entre las poblaciones de S1 y S2. Como veremos en las próximas secciones,
este menor amortiguamiento de las oscilaciones constituye una excepción. En los demás
casos en los que la amplitud de las oscilaciones en las poblaciones es mayor, AIMC
introduce una decoherencia extra que provoca un amortiguamiento más rápido.
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Figura 6.2: Evolución en el tiempo de las poblaciones electrónicas para a) las dinámicas
EHR y b) AIMC. c) muestra la evolución en el tiempo de la población de S1 calculada
mediante AIMC y EHR.

6.2.3. Análisis de la redistribución espacial de ρ(t)

Resulta interesante ver cómo la distribución de las poblaciones electrónicas influye en
la localización espacial de ρ(t). En la figura 6.3 podemos ver la evolución en el tiempo
de la fracción de ρ(t) localizada sobre los fragmentos de 2 y 3 anillos. La excitación
inicial se encuentra igualmente distribuida en ambos cromóforos, pero hacia el final de la
simulación se puede ver una localización espacial efectiva sobre el fragmento de 3 anillos.
El comportamiento oscilatorio de la fracción de ρ(t) sobre cada uno de los fragmentos
concuerda con el de las poblaciones de S1 y S2 porque en este sistema el estado S1

se encuentra localizado sobre el fragmento de 2 anillos mientras que el estado S2 se
encuentra sobre el fragmento de 3 anillos. Por lo tanto, aquı́ también se puede notar
como las simulaciones AIMC acentúan ligeramente los comportamientos oscilatorios.

Resulta interesante notar la gran similitud entre ambos métodos hasta los 20 fs aproxi-
madamente, lo que se debe a que los clones comienzan a ocurrir después de este tiempo
y mientras no ocurren clones las dinámicas EHR y AIMC son exactamente iguales.

6.2.4. Análisis de la relajación vibracional

En este sistema, los triples enlaces entre los anillos de cada uno de los fragmentos
juegan un rol protagónico en la redistribución de energı́a vibracional que tiene lugar al
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Figura 6.3: Evolución en el tiempo de las fracciones de ρ(t) sobre los fragmentos de dos y
tres anillos. Las lı́neas continuas y discontinuas muestran los resultados correspondien-
tes a AIMC y EHR respectivamente.

mismo tiempo que la relajación electrónica [68, 72]. En la figura 6.4 podemos ver la evo-
lución en el tiempo de la longitud de los triple enlaces. Para las dinámicas EHR estos
valores se calculan como promedios sobre el ensemble, mientras que para las dinámicas
AIMC se calculan mediante la ecuación (2.140). Los dos métodos son capaces de re-
producir la excitación vibracional inicial sobre el fragmento de 2 anillos y su subsecuente
transferencia hacia los triple enlaces del fragmento de 3 anillos. Las bifurcaciones de la
función de onda en el espacio de configuraciones nuclear introducen una decoherencia
vibracional adicional respecto a la simulación de las trayectorias desacopladas de EHR.
Esto puede apreciarse más claramente después de los primeros 80 fs para el triple enla-
ce localizado en el fragmento de dos anillos.

6.3. Análisis comparativo de la dinámica fotoinducida pa-
ra distintos ordenamientos estructurales de unida-
des cromóforas

El próximo paso de nuestro estudio es agregar un fragmento de 4 anillos a la molécula
anterior 23PPE [70]. Aquı́ resulta interesante ver el impacto del ordenamiento espacial de
los tres fragmentos de diferentes cantidades de anillos en la eficiencia de la transferencia
de energı́a electrónica y vibracional durante la relajación no radiativa. Como veremos, es-
tas eficiencias se ven afectadas por la activación de diferentes caminos de relajación para
cada uno de los posibles ordenamientos. En este contexto, el método SMF introducido
en la sección 5.6 resulta la herramienta ideal para realizar nuestro análisis.
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Figura 6.4: Evolución en el tiempo de las longitudes de los triple enlaces. Las curvas
sólidas muestran los valores de expectación calculados mediante (2.140) para AIMC,
mientras que las lı́neas discontinuas muestran los valores correspondientes a EHR. La
“x” en cada uno de los esquemas de la molécula marca el triple enlace correspondiente.

6.3.1. Espectro de absorción

La inserción del tercer fragmento da lugar a tres posibles ordenamientos que noso-
tros llamaremos 234PPE, 243PPE y 324PPE de acuerdo al orden consecutivo en el que
se disponen los fragmentos correspondientes. De forma análoga al caso anterior, el pri-
mer paso consiste en generar un ensemble que nos sirva como punto de partida para
nuestras simulaciones. En este caso, dado que las rotaciones de los ángulos dihedros
entre los diferentes anillos son movimientos colectivos que pueden tener tiempos carac-
terı́sticos muy largos, empleamos el campo de fuerzas GAFF, por sus siglas del inglés
generalized amber force field [163–165] para la simulación del estado fundamental con la
que generamos el ensemble inicial. Es importante notar que las dinámicas en estados ex-
citados emplean el Hamiltoniano semiempı́rico AM1, que tiene una superficie de energı́a
potencial ligeramente diferente para el estado fundamental en comparación con la corres-
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pondiente a GAFF. Por lo tanto, las estructuras recolectadas durante la dinámica con el
campo de fuerzas GAFF deben ser subsecuentemente relajadas mediante una dinámica
corta en el estado fundamental empleando el Hamiltoniano semiempı́rico AM1 antes de
la fotoexcitación. Al igual que en los casos anteriores, para esta segunda simulación en
el estado fundamental empleamos la ecuación de Langevin (B.1) equilibrada a 300 K y
con una constante de viscosidad de 20 ps−1. Empleando este esquema, obtuvimos un
total de 1000 estructuras iniciales para cada uno de los ordenamientos moleculares. A
partir de estas estructuras calculamos los espectros de absorción mostrados en la figura
6.5.
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Figura 6.5: Espectro de absorción para a) 234PPE, b) 243PPE y c) 324PPE. En la iz-
quierda se pueden ver los esquemas de las moléculas correspondientes.

De forma similar al sistema 23PPE, cuando agregamos un fragmento con substitu-
ción meta, éste queda débilmente acoplado a los demás, por lo que se comporta como
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un fragmento independiente. Este comportamiento se refleja en la similitud de los tres
espectros de absorción calculados. Podemos notar que el estado excitado que más ab-
sorbe en todos los casos es S1, que tiene su máximo de absorción sobre los 380 nm.
El segundo estado excitado que más absorbe es S2 con picos cercanos a los 355 nm,
seguido por las contribuciones menores de los demás estados excitados.

6.3.2. Localización de ρ(t) de cada estado electrónico excitado

Antes de comenzar con las dinámicas en estados excitados, resulta conveniente ana-
lizar la localización espacial de ρ(t) para cada uno de los estados excitados que conside-
raremos. En la figura 6.6 podemos ver esto para los primeros 4 estados excitados sobre
las tres moléculas. Es importante notar que las ρ(t) correspondientes a los estados S1

y S2 siempre están localizadas sobre los fragmentos de 4 y 3 anillos respectivamente.
Por su pare, las correspondientes a S3 y S4 están localizadas sobre los fragmentos de 4
y 2 anillos respectivamente para 234PPE, mientras que se deslocalizan para 243PPE y
324PPE, donde estos fragmentos se encuentran adyacentes.

S1 S2 S3 S4

Figura 6.6: Localización espacial de los primeros estados excitados en las moléculas
234PPE, 243PPE y 324PPE para el mı́nimo del estado fundamental.

Teniendo en cuenta que nuestro objetivo aquı́ es estudiar la eficiencia de la transferen-
cia de energı́a, concretamente del fragmento de 2 anillos al de 4, nuestras simulaciones
NEXMD comienzan mediante la excitación vertical al estado S4, que es el que mayor
fracción de ρ(t) tiene sobre el fragmento de dos anillos, como muestra la figura 6.6.
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6.3.3. Fotoexcitación y relajación electrónica sobre distintas combi-
naciones de unidades cromóforas

Para el sistema estudiado en la sección anterior, la inclusión de estados excitados
con energı́as mayores no contribuye significativamente al proceso de relajación. Por este
motivo, solo consideramos los primeros cuatro estados excitados en las dinámicas EHR
y AIMC de los sistemas 234PPE, 243PPE y 324PPE. De acuerdo a los espectros de ab-
sorción mostrados en la figura 6.5, estos cuatro estados excitados son suficientes para
describir el proceso de transferencia unidireccional de energı́a 2-anillos→ 4-anillos. En la
figura 6.7 podemos ver la evolución en el tiempo de las poblaciones de estos primeros 4
estados excitados calculadas con el método AIMC de acuerdo a la ecuación (2.132). Du-
rante los primeros 5 fs hay una transferencia de población de S4 a los estados inferiores.
S3 y S2 actúan como estados intermedios en los que inicialmente aumenta la población
a expensas de la de S4 y luego disminuye a dando lugar al aumento de la de S1. Para
234PPE, entre los 7 fs y 15 fs ocurre que los estados S3 y S4 tienen un aumento de pobla-
ción de 0.20 a 0.32 aproximadamente a expensas de una disminución de la poblaciones
de S1 y S2. Posteriormente, al igual que en 243PPE y 324PPE, las poblaciones de S3 y S4

disminuyen mientras que la de S1 aumenta. Las oscilaciones coherentes de S3 y S4 solo
se observan en 234PPE indicando que este ordenamiento de las unidades cromóforas
favorece la coherencia electrónica en comparación con los otros dos ordenamientos. Las
distribuciones finales de las poblaciones de los estados excitados son muy similares pa-
ra los tres sistemas, lo que es otra manifestación de su comportamiento como unidades
cromóforas independientes.

6.3.4. Análisis de la redistribución espacial de ρ(t)

Para continuar con nuestro análisis, estudiemos la evolución en el tiempo de la frac-
ción de ρ(t) sobre cada uno de los fragmentos lineales de dos, tres y cuatro anillos, como
muestra la figura 6.8. La fracción de ρ(t) fue calculada de acuerdo a la ecuación (2.136).
Se nota una diferencia marcada en la distribución inicial para cada sistema. Dado que
aquı́ estamos considerando que nuestros sistemas comienzan completamente localiza-
dos sobre S4, estas distribuciones iniciales de ρ(t) le corresponden a la distribución de
ρ(t) sobre S4 para nuestro ensemble equilibrado a 300 K, por lo que si comparamos
con la localización espacial de acuerdo a la figura 6.6, calculada para la configuración
de mı́nima energı́a del estado fundamental, podemos notar que las fluctuaciones térmi-
cas amplı́an la deslocalización de los estados excitados sobre cada una de las unidades
cromóforas. Resulta interesante notar que la distribución final es muy similar para todos
los sistemas, lo que a su vez se debe a que hacia los 300 fs la población electrónica se
encuentra mayormente localizada en S1, que a su vez se encuentra localizado sobre el
fragmento de 4 anillos para los tres sistemas. Esto es un indicio de que la localización de
S1 sobre el fragmento de cuatro anillos no se ve afectada por las fluctuaciones térmicas,
a diferencia de la localización de S4 sobre el fragmento de dos anillos.
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Figura 6.7: Evolución en el tiempo de las poblaciones de los primeros 4 estados excitados
simulados mediante AIMC para a) 234PPE, b) 243PPE y c) 324PPE.

6.3.5. Identificación de caminos de transferencia intramolecular de
energı́a para las distintas combinaciones de unidades cromófo-
ras

Finalmente, en la figura 6.9 podemos ver el flujo acumulado FXY (t) de ρ(t) calcula-
do de acuerdo a la ecuación (5.9) para los tres sistemas. En el caso de 234PPE, una
transferencia eficiente 4-anillos→ 2-anillos domina el proceso de relajación. Durante los
primeros 100 fs, la transferencia 3-anillos → 4-anillos es negativa, indicando la transfe-
rencia realmente tiene lugar en el sentido opuesto. Durante este tiempo, también hay una
transferencia efectiva 2-anillos → 3-anillos. Después de los primeros 100 fs, se alcanza
una transferencia neta 3-anillos → 4-anillos, mientras que la transferencia 2-anillos →
3-anillos se interrumpe. Esto nos revela la existencia de un mecanismo de transferen-
cia secuencial 2-anillos → 3-anillos → 4-anillos, lo que concuerda con estudios previos
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Figura 6.8: Evolución en el tiempo de las fracciones de ρ(t) simulados mediante AIMC
para a) 234PPE, b) 243PPE y c) 324PPE.

empleando SH en fragmentos de dendrı́meros similares [114].
Las transferencias de ρ(t) entre las unidades de los arreglos 243PPE y 324PPE son

diferentes a las de 234PPE. En ambos casos podemos ver transferencias efectivas 2-
anillos→ 3-anillos y 2-anillos→ 4-anillos. En trabajos anteriores [166,167] se ha demos-
trado que el vector de acoplamiento no adiabático se encuentra mayormente localizado
sobre los anillos comunes a las unidades de dos y tres anillos, y por lo tanto participan ac-
tivamente en la transferencia de energı́a entre estas unidades cromóforas. Esto significa
que, mientras la transferencia en 234PPE ocurre a través del espacio, la transferencia en
243PPE y 324PPE ocurre a través de los enlaces. En los tres sistemas también podemos
apreciar una transferencia inicial 4-anillos→ 3-anillos que después se invierte.

A modo de resumen, podemos decir que la mayor transferencia es 2-anillos → 4-
anillos para 234PPE, indicando que de las tres variantes consideradas, ésta última es la
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Figura 6.9: Flujo de ρ(t) acumulado para a) 234PPE, b) 243PPE y c) 324PPE. Los esque-
mas a la izquierda muestran las direcciones de las transferencias entre los fragmentos
con los colores correspondientes.

más eficiente. La eficiencia de las otras dos configuraciones se ve fuertemente afectada
por el hecho de que los estados S3 y S4 se mezclan cuando los fragmentos de 2 y 4
anillos se encuentran adyacentes, como muestra la figura 6.6. Este resultado nos indica
que el gradiente geométrico favorece la transferencia unidireccional de energı́a y puede
ser explotado en el diseño de dendrı́meros de mayor tamaño.

6.3.6. Comparación entre AIMC y EHR

Para completar nuestro análisis resulta instructivo comparar los resultados entre AIMC
y EHR para la relajación vibracional de los tres sistemas. En la figura 6.10 podemos ver
la población de estado S1 calculada mediante la ecuación (2.132) para las simulaciones
AIMC en lı́neas sólidas y el promedio correspondiente a las simulaciones EHR en lı́neas
discontinuas. Ambas simulaciones parten del mismo conjunto de condiciones iniciales
y la diferencia entre ambas es que para las simulaciones EHR no se realizan clones y
todas las trayectorias se consideran desacopladas. En los tres casos podemos observar



6.3. DISTINTOS ORDENAMIENTOS ESTRUCTURALES 117

aproximadamente un 13 % de relajación mayor para AIMC. De forma análoga al caso
presentado en la sección 6.1, las bifurcaciones de la función de onda prenetes en AIMC
permiten una exploración más flexible y exhaustiva del espacio de configuraciones y por
lo tanto encuentran caminos de relajación más rápidos. A diferencia del caso anterior
en el que la transferencia de energı́a de un cromóforo a otro ocurre por un solo camino
de relajación, estos sistemas presentan más de y por lo tanto la diferencia entre ambos
métodos es más notable.
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Figura 6.10: Evolución en el tiempo de las poblaciones de S1 para a) 234PPE, b) 243PPE
y c) 324PPE calculadas mediante AIMC (lı́neas sólidas) y EHR (lı́neas discontinuas). Un
esquema da la molécula correspondiente puede verse en la esquina superior izquierda
de cada panel.

Simulaciones anteriores [7, 166] de dinámicas SH sobre 234PPE han mostrado una
relajación incluso más rápida de S1. Mientras que en las dinámicas EHR, los núcleos
se mueven en una superficie de energı́a potencial promedio que contiene contribucio-
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nes de todos los estados involucrados, en las dinámicas SH los núcleos se mueven en
una única superficie. El método AIMC resulta estar entre estos dos extremos porque los
núcleos evolucionan, al igual que en las simulaciones EHR, en una superficie potencial
promedio, pero que es rectificada siempre que deje de ser una representación fidedigna
de las superficies individuales involucradas recuperando sus contribuciones correctas a
la dinámica. Como resultado, las velocidades de relajación de AIMC se encuentran en-
tre las de EHR y SH, que se consideran que subestiman y sobrestiman respectivamente
estos valores. Esto resulta un argumento a favor de la precisión del método AIMC, más
allá de que se pueda converger al valor exacto ampliando suficiente la base como se ha
mostrado anteriormente en simulaciones sobre sistemas modelo [56,57].



Capı́tulo 7

Batidos cuánticos vibrónicos entre
estados electrónicos excitados de un
heterodı́mero

7.1. Introducción

En este capı́tulo veremos el estudio de la dinámica en estados excitados del hete-
rodı́mero AB, que fue diseñado y sintetizado precisamente para medir experimentalmente
el fenómeno conocido como batidos cuánticos, que es una traducción del inglés quan-
tum beatings [61]. Éste, es un efecto coherente que se mide como oscilaciones en los
picos no diagonales de experimentos de espectroscopia 2D cuando se varı́a el tiempo
de espera entre los dos pulsos y tiene lugar cuando hay una oscilación coherente de las
poblaciones de dos estados electrónicos [88]. El método AIMC no solo es capaz de repro-
ducir exitosamente este comportamiento, sino que además nos brinda una descripción
atomı́stica del mismo, y por lo tanto nos permite acceder a los mecanismos involucrados.
En la naturaleza, este tipo de procesos se ha encontrado en dispositivos recolectores de
luz de organismos vivos [168], algunos de los cuales son capaces de realizar el proceso
de fotosı́ntesis a una profundidad de 80 metros en el océano [169]. Hoy en dı́a resulta un
tema polémico si la eficiencia en la absorción y transferencia de energı́a se ve potenciada
o no por la presencia de este efecto.

Durante el estudio de la dinámica no adiabática en estados exictados de este sistema
empleamos primeramente SH, EHR y AIMC usando los mismos criterios y umbrales de
trabajos anteriores [71]. Estas simulaciones fueron suficientes para lograr una descrip-
ción atomı́stica de los batidos cuánticos. Posteriormente y con el objetivo de refinar el
cálculo para poder calcular señales espectroscópicas de la forma más fidedigna posible,
ampliamos el muestreo de AIMC mediante la modificación de los umbrales de los criterios
de clones.

119
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7.2. Simulación de la dinámica fotoinducida

7.2.1. Espectro de absorción

Las condiciones iniciales de este sistema fueron preparadas, de forma análoga a los
casos anteriores, mediante una dinámica en el estado fundamental y usando la ecuación
de Langevin (B.1) con un coeficiente de fricción de 20 ps−1 y equilibrada a 300 K [71]. En
la figura 7.1 podemos ver el espectro de absorción correspondiente al heterodı́mero AB
y un esquema de la molécula.
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Figura 7.1: Espectro de absorción del heterodı́mero AB. En la derecha podemos ver un
esquema de la molécula.

Como podemos notar existe una marcada diferencia entre las contribuciones de los
estados S1 y S2 al espectro de absorción y las contribuciones mucho menores de los
demás estados. A pesar de esto, para las dinámicas excitadas inicialmente consideramos
los primeros seis estados excitados y comprobamos, como veremos más adelante, que
solo los dos primeros intervienen en el proceso de relajación no radiativa.

7.2.2. Localización espacial de ρ(t) sobre S1 y S2

Antes de realizar el estudio de la relajación no radiativa, resulta interesante analizar
la localización espacial de ρ(t) para S1 y S2. Como veremos más adelante, durante la
dinámica en estados excitados, el sistema atraviesa repetidamente regiones de fuerte
acoplamiento entre estos dos estados. En la figura 7.2 podemos ver la localización es-
pacial de ρ(t) para configuraciones tı́picas de fuerte y débil acoplamiento. Se puede ver
como en la región de bajo acoplamiento cada uno de los estados se encuentra localizado
en uno de los monómeros, mientras que la región de fuerte acoplamiento los estados se
mezclan.

Aquı́ es importante notar la diferencia entre las intersecciones cónicas y los cruces
triviales no evitables. Como ya vimos en la sección 2.1, durante un cruce trivial no evita-
ble, los estados excitados se cruzan e intercambian sus identidades sin interactuar entre
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S1

S2

S1

S2

Bajo acoplamiento Fuerte acoplamiento

Figura 7.2: Localización espacial de la ρ(t) de los estados S1 y S2 para los regı́menes de
bajo (izquierda) y fuerte (derecha) acoplamiento. En todos los esquemas de la molécula
se han retirado los átomos de H para facilitar la visualización.

sı́. Durante nuestras dinámicas este cambio de identidad se verifica calculando los sola-
pamientos entre las funciones de onda calculadas en un paso de tiempo y el siguiente.
En caso de detectar un cruce trivial no evitable, se realizan los ajustes correspondientes
en los coeficientes del desarrollo de la función de onda electrónica en la base adiabática
dados por la ecuación (2.3), de tal forma que las poblaciones sigan en camino diabático
durante el cruce [87]. Por otro lado, las intersecciones cónicas son regiones del espacio
de configuraciones donde las energı́as de dos estados excitados comienzan a acercar-
se provocando que interactúen entre sı́ y que, en vez de intercambiar sus identidades,
las mezclen como muestra la figura 7.2. Como veremos en las próximas secciones, este
fenómeno ocurre periódicamente en el heterodı́mero estudiado.

7.2.3. Relajación no radiativa

De forma análoga al sistema estudiado en la sección 6.1, las condiciones iniciales
para el subsistema electrónico se eligieron de acuerdo a una ventana de Frank-Condon
con una excitación láser con un ancho temporal a la altura media de 100 fs y centrado en
450 nm, que coincide con el máximo de absorción del estado S2. A pesar de que para las
dinámicas EHR y AIMC elegimos fases iniciales nulas para las amplitudes electrónicas,
dinámicas de prueba considerando fases iniciales aleatorias nos condujeron a resultados
estadı́sticamente equivalentes. Por su parte, para las dinámicas SH elegimos poblacio-
nes iniciales aleatorias ponderadas por el solapamiento entre el espectro de absorción y
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el láser considerado para la excitación inicial. Se consideraron un total de 100 configura-
ciones iniciales. Bajo estas condiciones los resultados de las simulaciones EHR y AIMC
fueron muy similares, en parte porque la similitud de las superficies S1 y S2. Por lo tanto
y dado que las dinámicas EHR nos brindan una descripción más sencilla de los proce-
sos involucrados, nos limitaremos a ellas para la descripción atomı́stica de los batidos
cuánticos.

En la figura 7.3 podemos ver la evolución en el tiempo de las poblaciones correspon-
dientes a las simulaciones EHR calculadas como promedios sobre el ensemble. Aquı́
solo hemos graficado las poblaciones correspondientes a los estados S1 y S2 porque las
poblaciones de los demás estados son muy pequeñas en comparación, alcanzando una
suma total de menos del 10 %. Podemos notar que inicialmente la mayor parte de la po-
blación comienza localizada sobre el estado S2 y justo al inicio ocurre una transferencia
de población hacia el estado S1. Esto se debe a que durante las dinámicas en el estado
fundamental sistema se encuentra merodeando una región del espacio de configuracio-
nes nuclear en la que el acoplamiento entre los estados S1 y S2 es alto. Después de esta
excitación inicial podemos notar oscilaciones en las poblaciones de estos dos estados
que comparten el perı́odo y el tiempo de decaimiento de los batidos cuánticos medidos
experimentalmente [61].
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Figura 7.3: Evolución en el tiempo de las poblaciones correspondientes a los estados S1

y S2 calculadas como promedios sobre las dinámicas EHR.

Aquı́ es importante notar que para que estas oscilaciones se vean en los promedios
por el ensemble se debe cumplir que ambos subsistemas oscilen de forma sincronizada.
O sea, por un lado es necesario que todo el paquete ondas nuclear llegue a la región
de fuerte acoplamiento entre los estados excitados S1 y S2 de forma sincronizada, lo que
se corresponderı́a con una coherencia vibracional. Por otro lado también es necesario
que cuando el subsistema nuclear llegue a la región de fuerte acoplamiento, la diferencia
de fases entre ambos estados excitados esté sincronizada de forma que se favorezca la
transferencia de población en la misma dirección para todo el paquete de ondas electróni-
co, lo que le corresponderı́a a una coherencia electrónica. Dado que ambos subsistemas
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deben permanecer sincronizados simultáneamente, este tipo de fenómenos se conoce
como coherencia vibrónica.

7.2.4. Cálculo del tiempo de decoherencia electrónica

Para continuar con nuestro análisis resulta conveniente introducir el tiempo de de-
coherencia electrónica τ12. Veamos brevemente cómo se calcula. Primero comencemos
definiendo la función de autocorrelación CIJ(t) en el contexto de la respuesta lineal [88]:

CIJ(t) = 〈δEIJ(t)δEIJ(0)〉, (7.1)

donde δEIJ(t) es la diferencia de energı́a entre los estados I y J y los corchetes angu-
lares indican promedio sobre el ensemble. El desfasaje puro DIJ(t) se define mediante
una aproximación acumulativa de segundo orden [88]:

DIJ(t) = exp

(
− 1

~2

∫ t

0

dt′
∫ t′

0

dt′′CIJ(t′′)

)
. (7.2)

El tiempo de decoherencia τIJ entre los estados I y J se obtiene ajustando el desfa-
saje puro DIJ(t) a una función Gaussiana:

DIJ(t) ≈ exp

(
−
(

t

τIJ

)2
)
, (7.3)

y nos brinda información sobre el tiempo que permanecen coherentes las trayectorias,
esto es antes de que las diferencias entre las rotaciones de la fase debidas a la ecuación
(2.31) provoquen que la diferencia de fase entre los estados I y J en todo el ensemble
se disperse lo suficientemente como para que no exista una dirección preferencial para
la transferencia de población.

En la figura 7.4 podemos ver el desfasaje puro calculado para varios instantes de
acuerdo a la ecuación (7.2) y el ajuste correspondiente de acuerdo a la ecuación (7.3).
El ajuste tiene un valor de RSquared de 0.998 y un valor τ12 = 6,4 fs para el tiempo
de desfasaje. Por otro lado el valor de desfasaje reportado experimentalmente es de
90 fs [61], al igual que el tiempo durante el cual se pueden apreciar las oscilaciones
coherentes de las poblaciones de los estados S1 y S2 en la figura 7.3.

Esta marcada diferencia se atribuye a dos factores que no se tienen en cuenta en
el cálculo del desfasaje puro y que también influyen en la diferencia de fases entre
los dos estados. El primero de estos factores es el efecto de los gradientes de los es-
tados electrónicos que influyen indirectamente sobre la propagación de las amplitudes
electrónicas a(n)

I (t) a través de su efecto sobre los núcleos atómicos. El segundo de los
factores es el acoplamiento entre los dos estados excitados que también influye indirec-
tamente a través del movimiento nuclear, pero que además también influye directamente
como nos indica la ecuación (2.15). Es importante notar que en simulaciones de dinámica
molecular realizadas anteriormente [170] estos dos factores no se tuvieron en cuenta.
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Figura 7.4: Evolución en el tiempo para el desfasaje puro. Los puntos azules muestran
en cálculo para insntantes de tiempo discretos de acuerdo a la ecuación (7.2) y la curva
roja le corresponde al ajuste de cuerdo a la ecuación (7.3).

El hecho de que la coherencia vibrónica sobreviva más allá del tiempo de decoheren-
cia electrónica significa que necesariamente tiene que haber un mecanismo que restituya
la coherencia electrónica de forma que el sistema elija una dirección preferencial para la
transferencia de población una vez que llega a la región de fuerte acoplamiento. Ası́ que
para continuar nuestro análisis es necesario indagar en las causas y consecuencias de
la coherencia vibracional.

7.2.5. Variaciones de la diferencia de energı́a entre estados electróni-
cos y acoplamientos

Analicemos ahora los términos de acoplamiento no adiabático NACT12 entre los esta-
dos S1 y S2 calculados de acuerdo a la ecuación (2.14) y que son inversamente propor-
cionales a la diferencia de energı́a entre ambos estados como nos muestra la ecuación
(2.59). Las evoluciones en el tiempo de ambas magnitudes se pueden ver en la figura
7.5.

Como ya habı́amos indicado a partir del análisis de las poblaciones en la figura 7.2,
las dinámicas en estados excitados empiezan en configuraciones para las que el acopla-
miento entres los estados S1 y S2 es alto, lo que coincide con bajos valores de la diferencia
de energı́a entre estos estados. Además, podemos ver oscilaciones en ambas magnitu-
des que comparten la frecuencia de las oscilaciones presentes en las poblaciones mos-
tradas en la figura 7.3. Esto es, el movimiento nuclear provoca oscilaciones periódicas
en la diferencia de energı́a entre los estados S1 y S2, que cuando disminuye provoca
que el acoplamiento entre estos estados aumente. Este aumento del acoplamiento, de
acuerdo a la ecuación (2.24), provoca que aumente la transferencia de población, que se
ve favorecida en la dirección S1 → S2 simplemente porque S1 está más poblado cuando
el sistema regresa a la región de fuerte acoplamiento sobre los 20 fs aproximadamente.
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Figura 7.5: Evolución en el tiempo de a) la diferencia de energı́a entre los estados S1 y
S2 y de b) el término de acoplamiento no adiabático entre los estados S1 y S2 dado por la
ecuación (2.14).

Desde un punto de vista meramente matemático, esto lo podemos comprobar analizan-
do la ecuación (2.25), que nos indica que a medida que la población de alguno de los
estados tiende a cero, la derivada respecto al tiempo de la fase correspondiente tiende a
infinito. Esto provoca que cuando alguno de los estados electrónicos comienza a vaciar-
se, al mismo tiempo la fase correspondiente varı́e cada vez más rápido, hasta el punto
en el que la diferencia de fases tiene una rotación de π y por lo tanto la dirección de la
transferencia se invierte. En este sistema, esto ocurre lo suficientemente rápido como pa-
ra que se vea una dirección efectiva preferencial en el ensemble para la transferencia de
población S1 → S2 cuando el sistema alcanza la región de fuerte acoplamiento. En otras
palabras, el subsistema electrónico llaga a la región de fuerte acoplamiento desincroni-
zado. Esto lo podemos comprobar porque el tiempo de decoherencia de 6 fs es menor
que el tiempo de 20 fs que transcurre entre que el sistema abandona la región de fuer-
te acoplamiento y retorna. Cuando el subsistema electrónico llega a la región de fuerte
acoplamiento, las fases rotan lo suficientemente rápido como para que se recupere la
coherencia electrónica y como resultado podemos ver en el ensemble una dirección pre-
ferencial en la transferencia de población entre los estados excitados. Este mecanismo,
mediante el cual la coherencia vibracional induce una coherencia electrónica, también
explica por qué considerar fases aleatorias iniciales para los coeficientes del desarrollo
de la función de onda electrónica en la base adiabática de acuerdo a la ecuación (2.3),
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nos da resultados estadı́sticamente equivalentes a considerar fases iniciales iguales a
cero.

7.2.6. Coherencia vibracional

Finalmente, para poder entender la marcada periodicidad del proceso, hemos calcu-
lado los modos normales electrónicos sobre S1 y los hemos proyectado sobre la dirección
tı́pica del vector de acoplamiento no adiabático d12. Como podemos ver en la figura 7.6,
hay un conjunto de modos normales que solapa fuertemente con d12. Estos modos nor-
males tienen perı́odos de oscilación entre 18 y 22 fs, que es precisamente el perı́odo de
las oscilaciones presentes en la diferencia de energı́a, en el término de acoplamiento no
adiabático y en las poblaciones de los estados S1 y S2. Por lo tanto, el movimiento en la
dirección de d12 es aproximadamente armónico y las demás oscilaciones presentes en
este sistema se notarán en el ensemble mientras que este movimiento sea coherente.
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Figura 7.6: Solapamiento entre el vector de acoplamiento no adiabático d12 para una
configuración tı́pica en la que el acoplamiento es alto, y los modos normales electrónicos
calculados para S1 en la configuración que minimiza su energı́a.

Como el acoplamiento es alto en la región del espacio de configuraciones en la que
sistema se encuentra merodeando durante la dinámica en el estado fundamental, justo
al inicio de las dinámicas en estados excitados, el subsistema nuclear siente la compo-
nente no adiabática de la fuerza dada por la ecuación (2.62) y comienza el movimiento
en esta dirección. La componente no adiabática de la fuerza aleja al sistema de la re-
gión de fuerte acoplamiento, pero como se trata de un movimiento armónico, a los 20 fs
aproximadamente el sistema retorna a la región de fuerte acoplamiento y vuelve a ser
empujado en esta dirección. Como esto ocurre de manera sincronizada para todo el en-
semble, cada vez que el sistema pasa por la región de fuerte acoplamiento ocurre una
transferencia de población entre los estados electrónicos S1 y S2 que se ve favorecida en
la dirección de S1 a S2 y por lo tanto es coherente. Esta transferencia coherente es lo que
se mide como batidos cuánticos en los experimentos de espectroscopia 2D [61].
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7.2.7. ¿Por qué SH falla en describir los batidos cuánticos?

Para concluir nuestro análisis de la descripción atomı́stica de este fenómeno, resulta
interesante comparar los resultados de las dinámicas EHR y SH. En la figura 7.7 pode-
mos ver las poblaciones clásicas correspondientes a las dinámicas SH. Estas simula-
ciones reproducen correctamente la transferencia inicial que ocurre durante los primeros
femtosegundos, pero no describen correctamente los batidos cuánticos que son capaces
de describir las dinámicas EHR.
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Figura 7.7: Evolución en el tiempo de las poblaciones clásicas correspondientes a los
estados S1 y S2 para las dinámicas SH.

Para entender por qué las dinámicas SH fallan en la descripción de los batidos cuánti-
cos podemos analizar la proporción en el tiempo de los saltos efectivos y frustrados, que
se muestra en la figura 7.8. Estas probabilidades se calcularon de acuerdo a la frac-
ción del total de trayectorias en las que ocurrieron cada tipo de salto. Como podemos
ver, durante los primeros femtosegundos hay una alta probabilidad de que ocurran saltos
frustrados, que son aquellos saltos de S1 a S2 que se rechazan porque el subsistema
nuclear no tiene suficiente energı́a cinética como para compensar el cambio energético
debido al cambio del estado electrónico. La probabilidad vuelve a ser alta sobre los 20
fs, lo que nos muestra por qué las dinámicas SH ni siquiera son capaces de reproducir
el primer batido cuántico. Al igual que en las dinámicas EHR, la transferencia inicial de
población de S2 a S1 viene acompañada con un incremento de la energı́a cinética en la
dirección del vector de acoplamiento no adiabático, que en el caso de SH se incorpora
de una vez cuando ocurre el salto. Esto provoca que el subsistema nuclear se mueva en
la dirección de aquellos modos normales electrónicos que se solapan fuertemente con
el vector de acoplamiento no adiabático. Cuando el sistema regresa a la región de fuerte
acoplamiento sobre los 20 fs, el subsitema electrónico no es capaz de saltar de S1 a S2

de acuerdo con el incremento en este intervalo de tiempo de la probabilidad de saltos
frustrados, y por lo tanto el primer batido cuántico se pierde. Esto sigue ocurriendo pe-
riódicamente cada vez que el sistema se acerca a la región de fuerte acoplamiento, de
forma que ninguno de los batidos cuánticos se pueden ver en la evolución temporal de
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las poblaciones clásicas de SH.
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Figura 7.8: Probabilidad de los saltos exitosos y frustrados ene función del tiempo calcu-
lados como la fracción del total de trayectorias donde ocurren para las dinámicas SH.

Finalmente, es importante aclarar que a pesar de que las dinámicas SH no pueden re-
producir un efecto coherente como el de los batidos cuánticos porque la interacción entre
los subsistemas nuclear y electrónico no está descrita correctamente, éstas siguen sien-
do extremadamente útiles porque son capaces de describir correctamente los tiempos
de relajación, como también vimos en el capı́tulo 5.

7.3. Señales espectroscópicas

Para la simulación de dinámicas en estados excitados que usamos como punto de
partida para el cálculo de la señal TRUECARS relajamos el umbral del segundo criterio
dado por la ecuación (2.109) a δ2 = π

36
, con el objetivo de obtener una mayor producción

de clones y por lo tanto una descripción más precisa del proceso. Es importante aclarar
que el tamaño de la base, que en nuestro caso aumenta con el número de clones pro-
ducidos, incrementa la precisión de las simulaciones a expensas del aumento del costo
de cómputo. Para compensar este aumento, consideramos solamente los dos primeros
estados, lo cual está justificado porque en la simulaciones de la sección 7.2, a pesar de
considerar explı́citamente los 6 primeros estados excitados, solo los 2 primeros partici-
pan activamente, mientras que la suma total de las poblaciones de los demás no supera
el 10 %. Las condiciones iniciales se generaron de la misma manera, con la salvedad de
que se aumentó el número de condiciones iniciales a 500 con el objetivo de incremen-
tar la validez estadı́stica de los resultados. Finalmente, consideramos que el subsistema
electrónico comienza completamente localizado en el estado S2 con el objetivo de acen-
tuar el efecto de los batidos cuánticos y su huella sobre la señal TRUECARS.
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7.3.1. Análisis de la señal TRUECARS para trayectorias indepen-
dientes

Desde el punto de vista experimental, solo es observable el ensemble de las trayecto-
rias. Sin embargo, resulta útil analizar las contribuciones independientes de las distintas
trayectorias. En la figura 7.9 (a) - (f) podemos ver todas las magnitudes relevantes para
la trayectoria 1. Al igual que las demás, en esta trayectoria toda la población electrónica
comienza sobre el estado excitado S2. En concordancia con la sección 7.2.3, la figura 7.9
(b) muestra una transferencia inicial ultrarápida hacia el estado S1. Luego, como muestra
la figura 7.9 (c), hay un perı́odo de libre evolución del sistema sobre S1 sin valores signifi-
cativos de la coherencia 〈P̂12〉 que se extiende hasta los primeros 200 fs. Sobre los 200 fs
el sistema se acerca una intersección cónica marcada por un fuerte acoplamiento, lo que
provoca la creación de una coherencia vibrónica, indicada por el aumento repentino de
〈P̂12〉 que podemos ver en la figura 7.9 (c). Esto también se manifiesta en la señal TRUE-
CARS calculada mediante la ecuación (2.145) y mostrada en la figura 7.9 (a). Esta señal
exhibe las oscilaciones caracterı́sticas entre valores positivos y negativos correspondien-
tes a regiones de corrimiento Raman positivo (wR > 0) y negativo (wR < 0) [89, 96].
Cuando la señal es negativa para wR > 0 y positiva para wR < 0, la energı́a fluye de
la molécula hacia el pulso y estamos en presencia de un proceso de tipo Stokes. La si-
tuación opuesta se corresponde con un proceso de tipo anti-Stokes en el que la energı́a
fluye del pulso hacia la molécula. Después de que la señal TRUECARS aparece sobre
los 200 fs no vuelve a decaer, lo que está en concordancia con la magnitud de la cohe-
rencia que sobrevive el pasaje a través de la intersección cónica. Otra región de fuerte
acoplamiento se alcanza ente los 350 y 400 fs, lo que nuevamente provoca transferencia
de población entre los estados electrónicos. A pesar de lo cual, la coherencia sobrevive.
La ausencia de clones en esta trayectoria es otro indicador de la evolución coherente de
ambos estados.

La localización espacial de ρ(t) mostrada en la figura 7.2 revela la conexión de la
señal TRUECARS con las propiedades de transferencia de energı́a del heterodı́mero.
Como vimos en la figura 7.2, en regiones de bajo acoplamiento, ρ(t) para cada uno de los
estados electrónicos se localiza en diferentes monómeros, mientras que en regiones de
fuerte acoplamiento las densidades electrónicas se localizan sobre ambos monómeros
solapándose una con otra. Esto a su vez provoca la aparición de la coherencia y el
aumento de la señal TRUECARS.

La diferencia de energı́a transiente entre los dos estados electrónicos que participan
en la coherencia se puede calcular directamente a partir de la señal TRUECARS. La
figura 7.9 (e) muestra el espectrograma de Wigner calculado de acuerdo a la ecuación
2.148. Aquı́ empleamos una traza temporal de la señal para wR = 0,4 eV. A partir de los
250 fs aproximadamente, que es cuando aparece la coherencia electrónica, podemos
ver un aumento visible sobre wc = 0,35 eV, lo que está en concordancia con la figura
7.9 (d) que muestra la diferencia de energı́a calculada directamente durante la dinámica
molecular, y que oscila alrededor de los 0.35 eV aproximadamente.

Para identificar el movimiento nuclear que modula la magnitud de la coherencia, y
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Figura 7.9: Coherencia para las trayectorias 1 en el panel izquierdo y 2 en el panel de-
recho. a) Señal TRUECARS calculada de acuerdo a la ecuación (2.145). b) Poblaciones
electrónicas de los estados electrónicos S1 y S2 calculadas de acuerdo a la ecuación
(2.132). c) Coherencias electrónicas calculadas de acuerdo a la ecuación (2.147). d) Di-
ferencia de energı́a entre los estados electrónicos S1 y S2. e) Espectrograma de Wigner
calculado de acuerdo a la ecuación (2.148). f) Proyección de la energı́a cinética en la di-
rección del vector de acoplamiento no adiabático. g) - l) muestran los mismos resultados
que los incisos a) - f) pero para la trayectoria 2 en vez de la 1.

por lo tanto la señal TRUECARS, la figura 7.9 (f) muestra la evolución en el tiempo de la
energı́a cinética en la dirección del vector de acoplamiento no adiabático. Como ya vimos
en la figura 7.6, la proyección del vector de acoplamiento no adiabático sobre los modos
normales electrónicos calculados sobre el estado excitado S1 nos muestra que las con-
tribuciones principales al acoplamiento vibrónico tienen perı́odos clásicos de oscilación
de 20 fs aproximadamente. Ası́, tanto la coherencia 〈P̂12〉 calculada mediante la ecuación
(2.147), como la energı́a cinética a lo largo del vector de acoplamiento no adiabático,
experimentan oscilaciones que comparten el mismo perı́odo de 20 fs aproximadamente.
Además, la amplitud del movimiento en esta dirección aumenta con la amplitud de las
oscilaciones de la coherencia 〈P̂12〉, como nos muestra una comparación directa de las
figuras 7.9 (c) y (f). Esto a su vez se puede notar en la señal TRUECARS mostrada en
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la 7.9 (a), lo que significa que la señal TRUECARS permite monitorear la coherencia
electrónica que se construye durante la evolución del sistema molecular al atravesar re-
giones del espacio de configuraciones cercanas a una intersección cónica donde existe
un fuerte acoplamiento entre los estados electrónicos S1 y S2.

El caso inverso al de la trayectoria 1 lo podemos ver para la trayectoria 2 mostrada en
las figuras 7.9 (g) - (l). En contraste con el caso anterior en el que la coherencia emerge
únicamente después de que el sistema se acerca a una intersección cónica, en la tra-
yectoria 2 la molécula comienza en una región de fuerte acoplamiento y coherencia. La
señal TRUECARS en este caso es más intensa al inicio mientras ocurre un intercambio
de población constante acompañado de una alta energı́a vibracional en la dirección del
vector de acoplamiento no adiabático. Este comportamiento se mantiene durante los pri-
meros 100 fs. A los 110 fs aproximadamente ocurre un evento de clonado, como muestra
la lı́nea vertical amarilla en la figuras 7.9 (i) y (j). Inmediatamente después del evento de
clonado, la señal TRUECARS desaparece, el subsistema nuclear deja de estar excitado
en la dirección del vector de acoplamiento no adiabático y se detiene la transferencia
oscilatoria de población. Este es un ejemplo en el que la coherencia se interrumpe por
un evento de clonado, después del cual tenemos dos nuevas configuraciones, una evo-
lucionando sobre S1 y la otra sobre S2.

7.3.2. Análisis de la señal TRUECARS para el ensemble

Los ejemplos de trayectorias individuales mostrados en la sección anterior solo cons-
tituyen una pequeña muestra del total de contribuciones altamente heterogéneas que
contribuyen al ensemble, que es lo que posee relevancia porque es a lo que podemos
tener acceso experimentalmente.

En la figura 7.10 (a) podemos ver la señal TRUECARS para el ensemble calculada
usando las coherencias electrónicas mostradas en la figura 7.10 (c) y empleando la ecua-
ción (2.147). Se puede notar como la señal persiste durante los 500 fs de la simulación.
En la figura 7.10 (b) podemos ver las poblaciones electrónicas correspondientes calcula-
das mediante la ecuación (2.132). Como ya vimos en la sección 7.2, durante los primeros
femtosegundos hay una transferencia rápida de población en la dirección S2 → S1. En la
figura 7.10 (f), podemos ver la energı́a cinética en la dirección del valor de expectación
del vector de acoplamiento no adiabático, que presenta oscilaciones consistentes con
los batidos cuánticos y que validan la descripción atomı́stica de la sección 7.2. Por su
parte, el espectrograma de Wigner calculado de acuerdo a la ecuación 2.148 y mostrado
en la figura 7.10 (e) nos muestra picos que coinciden con los valores de la diferencia de
energı́a entre S1 y S2. Es importante notar que esta información se puede obtener a partir
de mediciones de la señal TRUECARS con láseres de rayos X del estado del arte actual
que proveen las capacidades espectrales y temporales necesarias [89,171–175], lo que
resalta la utilidad de esta señal porque nos brinda la posibilidad de medir la diferencia
de energı́a entre los estados excitados, además de una forma directa de detectar los
múltiples pasajes del sistema a través de una intersección cónica.
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Figura 7.10: a) Señal TRUECARS. b) Poblaciones electrónicas de los estados S1 y S2. c)
Coherencias electrónicas. d) Diferencia de energı́a e) Espectrograma de Wigner. f) Pro-
yección de la energı́a cinética en la dirección del vector de acoplamiento no adiabático.
Los resultados presentados aquı́ corresponden a promedios por el ensemble.



Capı́tulo 8

Conclusiones

En la presente tesis, desarrollamos e implementamos el método AIMC para dinámi-
cas moleculares MCE en el marco de la metodologı́a NEXMD. Esto nos permite la simu-
lación de procesos de fotoexcitación y subsiguiente relajación electrónica y vibracional
en sistemas moleculares conjugados de cientos de átomos involucrando varios estados
electrónicos acoplados. Este tipo de procesos cumplen un rol protagónico en el funciona-
miento de una amplia variedad de dispositivos, como pueden ser sensores, interruptores
ópticos o celdas fotovoltaicas por mencionar unos pocos. Dado que las simulaciones nos
dan acceso a una descripción atomı́stica de los mecanismos involucrados, resultan la
fuente ideal para complementar los esfuerzos experimentales encaminados al diseño y
desarrollo de nuevos dispositivos más eficientes, versátiles y con nuevas prestaciones.

En las dinámicas Ehrenfest o de campo medio, los núcleos atómicos evolucionan ba-
jo la acción combinada de los estados electrónicos excitados considerados. El método
MCE es una generalización de estas dinámicas en el que se consideran varias configu-
raciones, cada una regida por su propio campo medio. Además, la técnica de muestreo
de clones AIMC incorpora la flexibilidad de ampliar el número de configuraciones consi-
deradas permitiendo la descripción de bifurcaciones de la función de onda en el espacio
de configuraciones. Estas bifurcaciones se implementan cuando el campo medio deja
de ser representativo de los estados excitados considerados. De esta forma, los nuevos
campos medios vuelven a ser representativos y además diferentes entre sı́, por lo que
las nuevas configuraciones evolucionan hacia regiones diferentes del espacio de fases.
Este esquema resulta ideal para describir la ocurrencia simultánea de diferentes caminos
de relajación electrónica y vibracional.

La metodologı́a desarrollada en esta tesis fue aplicada a distintos sistemas molecu-
lares de interés tecnológico. En primer lugar, los distintos métodos implementados en el
marco del código computacional NEXMD fueron comparados utilizando sistemas mode-
los de unidades de construcción de dendrı́meros de PPE de distintos tamaños y comple-
jidades estructurales. Ası́ pudimos comprobar como al ir mejorando progresivamente el
muestreo de MCE, las soluciones van convergiendo hasta el punto en el que un aumen-
to del tamaño de la base no representa una modificación significativa de los resultados.
Esto en particular resulta muy útil porque nos permite optimizar los recursos de cómpu-
to para futuras simulaciones. La comparación directa con las dinámicas Ehrenfest nos
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mostró que, para todos los sistemas, las bifurcaciones de la función de onda le permiten
recorrer una región más amplia del espacio de configuraciones y por lo tanto encontrar
caminos de relajación más eficientes. Por otro lado, algunos de los sistemas diseñados
presentaron oscilaciones coherentes entre estados excitados que se corresponden con
el fenómeno de batidos cuánticos, como vimos en la sección 7.2. Uno de los defectos
de las dinámicas Ehrenfest es precisamente que sobrestima estas oscilaciones, y pudi-
mos comprobar cómo el método AIMC compensa esta sobrestimación provocando que
se amortigüen más rápido.

El segundo sistema que nos propusimos estudiar consistió en un nanobelt de car-
bono. Durante la relajación no radiativa de este sistema intervienen 30 estados excita-
dos, por lo que SH se destaca como el método más conveniente para emplear en este
caso. Además, la rigidez estructural de esta molécula impide que se aleje mucho de las
configuraciones de perfecta simetrı́a, lo que provoca que la densidad de transición per-
manezca deslocalizada en todo momento y por lo tanto que no ocurra el fenómeno de
autoconfinamiento de las excitaciones reportado anteriormente para los nanorings. Todo
esto conlleva a que el proceso de relajación no radiativa ocurra en un intervalo de tiem-
po de unos pocos picosegundos, un orden de magnitud más lentos que para los demás
sistemas presentados en esta tesis. Después de la excitación, la conversión interna de
energı́a electrónica atraviesa una variedad de estados excitados que se pueden agru-
par en bandas de acuerdo a sus tiempos de vida caracterı́sticos. Además, estas bandas
están separadas por estados con tiempos de vida relativamente más altos que se com-
portan como cuellos de botella vibracionales durante la relajación electrónica. Los esta-
dos excitados con tiempos de vida largos se caracterizan por tener cambios abruptos,
respecto al estado excitado inmediatamente inferior, en las distribuciones su densidad
de transición sobre diferentes tipos de átomos de carbono del nanobelt. Esto provoca
que haya una gran diferencia de energı́a y un bajo acoplamiento entre ambos estados
excitados, que es lo que da lugar a que la población electrónica se quede atrapada por
perı́odos relativamente largos.

Las distintas optimizaciones introducidas al código computacional junto con la expe-
riencia ganada en los sistemas anteriores nos permitió encarar el estudios de distintos
sistemas moleculares diseñados a partir de combinaciones de bloques de construcción
de dendrı́meros PPE. En primer lugar, analizamos el sistema molecular consistente en
dos unidades cromóforas de PPE de dos y tres anillos conectadas por una ramificación
meta, que se comporta como dos unidades crómoforas independientes débilmente li-
gadas y que tienen localizadas sobre ellas diferentes estados excitados. Al excitar a la
molécula con la longitud de onda correspondiente al estado localizado sobre el fragmen-
to de dos anillos lineales, pudimos estudiar la transferencia unidireccional 2-anillos →
3-anillos del exceso de energı́a electrónica y vibracional. Una extensión directa de es-
te estudio consiste en incorporar a la molécula anterior un tercer fragmento de cuatro
anillos lineales y estudiar el impacto en la transferencia de energı́a en dependencia del
lugar donde se inserta. Aquı́ aparecen varios caminos de relajación que ocurren al mis-
mo tiempo y compiten entre sı́, lo cual resulta ideal para mostrar las potencialidades del
método AIMC. Como resultado para este conjunto de sistemas, obtuvimos que la transfe-
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rencia de energı́a se ve favorecida cuando hay presente un ordenamiento espacial de los
fragmentos de acuerdo a las energı́as de los estados excitados localizados sobre ellos,
o sea, cuando estamos en presencia de un gradiente geométrico.

Como cuarta y última aplicación elegimos un heterodı́mero sintetizado especı́fica-
mente para exhibir experimentalmente el efecto de batidos cuánticos, más conocidos por
su nombre en inglés quantum beatings. Nuestras simulaciones revelan la existencia de
oscilaciones entre las poblaciones de los dos primeros estados electrónicos. Estas osci-
laciones electrónicas ocurren de forma coherente y son inducidas por un grupo de modos
normales de vibración nuclear que se activan cuando el sistema atraviesa regiones de
fuerte acoplamiento electrónico, lo que le provee al proceso una marcada armonicidad.
Además de brindarnos una descripción atomı́stica del proceso, estas simulaciones sirven
como base para el cálculo de la señal TREUCASRS, que se encuentra dentro de las ca-
pacidades actuales de los láseres de electrones libres. Los batidos cuánticos se pueden
ver claramente en la señal calculada para ensemble. Además, el espectrograma de Wig-
ner muestra el valor expectación de la diferencia de energı́a entre los estados excitados
y por lo tanto resulta una forma de medir directamente esta magnitud.

En resumen, consideramos que la presente tesis representa un paso significativo en
el campo de la simulación de dinámica no adiabática en estados excitados aplicada a
sistemas multicromóforos que involucren cientos de átomos y varios estados electróni-
cos excitados. Comúnmente estos procesos se estudian utilizando la metodologı́a SH.
En la presente tesis, demostramos que las metodologı́as EHR y MCE con AIMC tam-
bién son capaces de simular estos procesos permitiendo a su vez un tratamiento mas
riguroso basado en primeros principios. Por otro lado, la metodologı́a incorpora un ade-
cuado tratamiento de la fase de la función de onda, lo que permite encarar el estudio
de efectos de coherencia y la simulación de señales espectroscópicas dependientes de
esta. Por este motivo, consideramos que la tesis nos abre un panorama futuro que per-
mitirá no solo validar y comparar resultados previamente obtenidos utilizando distintos
tipos de aproximaciones, sino encarar la simulación directa de una variedad de señales
de espectrocopia no lineal en sistemas reales de interés tecnológico.
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Apéndice A

Solapamientos nucleares y elementos
matriciales relacionados

En este apéndice calculamos los solapamientos nucleares 〈χn(R, t)|χm(R, t)〉 entre
las configuraciones n y m, junto con todos los elementos matriciales necesarios para
propagar la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo para las amplitudes de
dichas configuraciones.

Primeramente veamos una integral paramétrica que resulta imprescindible para el
cálculo los solapamientos nucleares. Esta integral se puede encontrar en tablas de in-
tegración o se puede calcular analı́ticamente empleando cualquier programa que tenga
implementado el cálculo simbólico de integrales paramétricas impropias. Sin embargo,
además del resultado, presentamos una variante para su cálculo, con el único objetivo de
satisfacer hasta al más curioso de los lectores.

Sea la integral paramétrica impropia F (y):

F (y) =

∫ ∞
−∞

exp
(
−x2

)
cos (xy) dx (A.1)

Comencemos demostrando que la que la función F (y) es solución de la ecuación
diferencial ordinaria:

F ′(y) +
y

2
F (y) = 0. (A.2)

Teniendo en cuenta la convergencia uniforme de F (y) y de la integral por x de su
derivada respecto a y, tenemos que los operadores de integración por x y de derivación
respecto a y conmutan:

F ′(y) =

∫ ∞
−∞

[
∂

∂y

(
exp

(
−x2

)
cos (xy)

)]
dx = −

∫ ∞
−∞

x exp
(
−x2

)
sin (xy) . (A.3)

Sustituyendo en la ecuación diferencial ordinaria (A.2):

F ′(y) +
y

2
F (y) = −

∫ ∞
−∞

x exp
(
−x2

)
sin (xy) dx+

y

2

∫ ∞
−∞

exp
(
−x2

)
cos (xy) dx. (A.4)

137
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Integrando por partes en la segunda integral:
u = 1

2
exp (−x2)

du = −x exp (−x2)

dv = y cos(xy)

v = sin(xy)

(A.5)

obtenemos:

F ′(y) +
y

2
F (y) =

1

2
exp

(
−x2

)
sin (xy)

∣∣∣∣x=∞

x=−∞
+

∫ ∞
−∞

exp
(
−x2

)
[x sin(xy)− x sin(xy)] = 0, (A.6)

de donde la función propuesta satisface la ecuación diferencial ordinaria (A.2), resolvien-
do podemos notar que:

F ′(y)

F (y)
= −y

2
, (A.7)

o también:

d

dy
(ln (F (y))) = − d

dy

(
y2

4

)
, (A.8)

de donde:

F (y) = C exp

(
−y

2

4

)
. (A.9)

Para calcular la constante C, basta con evaluar:

F (0) = C =

∫ ∞
−∞

exp
(
−x2

)
dx =

√
π, (A.10)

por lo que finalmente:

F (y) =

∫ ∞
−∞

exp
(
−x2

)
cos (xy) dx =

√
π exp

(
−y

2

4

)
. (A.11)

A.1. Solapamientos nucleares

Los solapamientos nucleares 〈χm(R, t)|χn(R, t)〉 en su forma integral se pueden es-
cribir como:
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〈χm(R, t)|χn(R, t)〉 =

(
2α

π

)Ngl
2
∫ ∞
−∞

exp

(
− α

[
(R−Rn)2 + (R−Rn)2]+

i

~
[Pn (R−Rn)−Pm (R−Rm) + (γn(t)− γm(t))]

)
dR, (A.12)

donde la integración se realiza por los Ngl grados de libertad. Esta integral también se
puede escribir como una productoria por los Ngl grados de libertad:

〈χm(R, t)|χn(R, t)〉 =

Ngl∏
j=1

(√
2α

π

∫ ∞
−∞

exp

(
− α

[
(Rj −Rn,j)

2 + (Rj −Rn,j)
2]+

i

~
[Pn,j (Rj −Rn,j)− Pm,j (Rj −Rm,j)]

))
dRj exp (γn(t)− γm(t)) , (A.13)

donde ahora el ı́ndice j corre por todos los grados de libertad del sistema. Para simplificar
la notación, definamos la integral impropia de una variable:

I =

√
2α

π

∫ ∞
−∞

exp

(
− α

[
(R−Rn)2 + (R−Rn)2]+

i

~
[Pn (R−Rn)− Pm (R−Rm)]

)
dR. (A.14)

Expandiendo los cuadrados dentro de la exponencial, completando cuadrados nue-
vamente y sacando de la integral todos los términos que no dependen de la variable de
integración R, obtenemos:

I =

√
2α

π
exp

(
−α

2
(Rn −Rm)2 +

i

~
(PmRm − PnRn)

)
×

∫ ∞
−∞

exp

(
−2α

[
R− Rn +Rm

2

]2

+
i

~
R(Pn − Pm)

)
dR. (A.15)

Realizando ahora el cambio de variables:

x =
√

2α

(
R− Rn −Rm

2

)
, (A.16)

nos queda:

I =
1√
π

exp

(
−α

2
(Rn −Rm)2 +

i

~

(
PmRm − PnRn +

Rn +Rm

2
(Pn − Pm)

))
×
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−∞

exp

(
−x2 +

i

~

(
Pn − Pm√

2α

)
x

)
dx. (A.17)

Escribiendo explı́citamente las partes real e imaginaria del argumento de la integral:

I =
1√
π

exp

(
−α

2
(Rn −Rm)2 +

i

~

(
PmRm − PnRn +

Rn +Rm

2
(Pn − Pm)

))
×

∫ ∞
−∞

exp
(
−x2

) [
cos

(
i

~

(
Pn − Pm√

2α

)
x

)
+ i sin

(
i

~

(
Pn − Pm√

2α

)
x

)]
dx. (A.18)

Si ahora tenemos en cuenta que la parte imaginaria del argumento de la integral se
anula porque es una función impar y los lı́mites de integración son simétricos, y además
empleamos la expresión (A.11) para la parte real del argumento de la integral, obtene-
mos:

I = exp

(
− α

2
(Rn −Rm)2 − (Pn − Pm)2

8α~2
+

i

~

[
PmRm − PnRn +

Rn +Rm

2
(Pn − Pm)

])
. (A.19)

Finalmente, sustituyendo esta expresión para cada una de las componentes de la
productoria en la expresión (A.13) podemos recuperar nuestra notación vectorial:

〈χm(R, t)|χn(R, t)〉 = exp

(
− α

2
(Rn −Rm)2 − (Pn −Pm)2

8α~2
+

i

~

[
PmRm −PnRn +

Rn + Rm

2
(Pn −Pm) + γn(t)− γm(t)

])
. (A.20)

A.2. Elementos matriciales del operador R

Para calcular los términos matriciales del operador R:

〈χm(R, t)|R|χn(R, t)〉 =

(
2α

π

)Ngl
2
∫ ∞
−∞

R exp

(
− α

[
(R−Rn)2 + (R−Rn)2]+

i

~
[Pn (R−Rn)−Pm (R−Rm) + (γn − γm)]

)
dR, (A.21)

comencemos buscando los términos matriciales del operador ∇Pn:

〈χm(R, t)|∇Pn|χn(R, t)〉 = ∇Pn (〈χm(R, t)|χn(R, t)〉) =
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i

~
(〈χm(R, t)|R|χn(R, t)〉 −Rn〈χm(R, t)|χn(R, t)〉) , (A.22)

donde hemos tenido en cuenta que el operador de integración conmuta con el operador
∇Pn debido a la convergencia uniforme de la integral (A.21) y de los elementos matriciales
del operador ∇Pn. Despejando para los términos matriciales que queremos calcular:

〈χm(R, t)|R|χn(R, t)〉 = −i~∇Pn (〈χm(R, t)|χn(R, t)〉) + Rn〈χm(R, t)|χn(R, t)〉. (A.23)

Con ayuda de la expresión (A.20) podemos notar que:

∇Pn (〈χm(R, t)|χn(R, t)〉) =

[
−Pm −Pn

4α~2
− i

2~
(Rm −Rn)

]
〈χm(R, t)|χn(R, t)〉, (A.24)

y sustituyendo en (A.23) nos queda finalmente:

〈χm(R, t)|R|χn(R, t)〉 =

(
Rn + Rm

2
+ i

Pn −Pm

4α~

)
〈χm(R, t)|χn(R, t)〉. (A.25)

A.3. Elementos matriciales del operador ∇2
R

Para calcular los elementos matriciales 〈χm(R, t)|∇2
R|χn(R, t)〉 debemos calcular va-

rios elementos matriciales intermedios.
Comencemos calculando los elementos matriciales 〈χm(R, t)| i

~
(R−Rn) |χn(R, t)〉.

Aplicando el funcional 〈χm(R, t)|∇Pn a |χn(R, t)〉, tenemos que:

〈χm(R, t)|∇Pn|χn(R, t)〉 = 〈χm(R, t)| i
~

(R−Rn) |χn(R, t)〉, (A.26)

Por otro lado, si tenemos en cuanta la convergencia uniforme del término izquierdo de
esta expresión y de los solapamientos nucleares 〈χm(R, t)|χn(R, t)〉, podemos escribir:

〈χm(R, t)|∇Pn|χn(R, t)〉 = ∇Pn(〈χm(R, t)|χn(R, t)〉). (A.27)

Aplicando el operador ∇Pn a la ecuación (A.20), obtenemos que:

∇Pn〈χm(R, t)|χn(R, t)〉 =

(
−(Pn −Pm)

4α~2
− i

~
(Rn −Rm)

2

)
〈χm(R, t)|χn(R, t)〉. (A.28)

De (A.26), (A.27) y (A.28), tenemos que:

〈χm(R, t)| i
~

(R−Rn) |χn(R, t)〉 = −
(

(Pn −Pm)

4α~2
+
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i

~
(Rn −Rm)

2

)
〈χm(R, t)|χn(R, t)〉. (A.29)

El segundo elemento matricial intermedio que necesitamos es:

〈χm(R, t)| (R−Rn)2 |χn(R, t)〉. (A.30)

Análogamente, para calcularlo comencemos considerando la acción del funcional
〈χm(R, t)|∇2

Pn
sobre |χn(R, t)〉, entonces podemos notar que:

〈χm(R, t)|∇2
Pn
|χn(R, t)〉 = − 1

~2
〈χm(R, t)| (R−Rn)2 |χn(R, t)〉. (A.31)

Nuevamente, teniendo en cuenta la convergencia uniforme del miembro izquierdo y
de los solapamientos nucleares, podemos escribir:

〈χm(R, t)|∇2
Pn
|χn(R, t)〉 = ∇2

Pn
(〈χm(R, t)|χn(R, t)〉). (A.32)

Y ahora, aplicando el operador ∇2
Pn

a la ecuación (A.20), nos queda:

∇2
Pn

(〈χm(R, t)|χn(R, t)〉) =

(
− 1

4α~2
+

(Pn −Pm)2

16α2~4
− (Rn −Rm)2

4~2
+

i

~
(Pn −Pm)(Rn −Rm)

4α~2

)
〈χm(R, t)|χn(R, t)〉. (A.33)

Combinando (A.31), (A.32) y (A.33), tenemos que:

〈χm(R, t)| (R−Rn)2 |χn(R, t)〉 =

(
1

4α
− (Pn −Pm)2

16α2~2
+

(Rn −Rm)2

4
−

i

~
(Pn −Pm)(Rn −Rm)

4α

)
〈χm(R, t)|χn(R, t)〉. (A.34)

Por su parte, aplicando el operador ∇2
R sobre |χn(R, t)〉, obtenemos:

∇2
R|χn(R, t)〉 =

(
−2α + 4α2(R−Rn)2 − 1

~2
P2
n −

i

~
4α(R−Rn)Pn

)
|χn(R, t)〉, (A.35)

de donde, si aplicamos el funcional 〈χn(R, t)| y empleamos las ecuaciones (A.29) y
(A.34), nos queda finalmente:

〈χm(R, t)|∇2
R|χn(R, t)〉 =

(
− α + α2(Rn −Rm)2 − (Pn + Pm)2

4~2
+

i

~
α(Pn + Pm)(Rn −Rm)

)
〈χm(R, t)|χn(R, t)〉. (A.36)
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A.4. Elementos matriciales del operador ∇Rn

Aplicando el operado ∇Rn sobre |χn(R, t)〉, obtenemos:

∇Rn|χn(R, t)〉 =

(
2α(R−Rn)− i

~
Pn

)
|χn(R, t)〉. (A.37)

Aplicando el funcional 〈χn(R, t)| y teniendo en cuenta la ecuación (A.29), llegamos a
que:

〈χm(R, t)|∇Rn|χn(R, t)〉 =

(
−α(Rn −Rm)− i

~
(Pn + Pm)

2

)
〈χm(R, t)|χn(R, t)〉. (A.38)

A.5. Elementos matriciales del operador ∇Pn

Combinando las ecuaciones (A.27) y (A.28) podemos obtener:

〈χm(R, t)|∇Pn|χn(R, t)〉 =

(
−(Pn −Pm)

4α~2
− i

~
(Rn −Rm)

2

)
〈χm(R, t)|χn(R, t)〉. (A.39)
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Apéndice B

Ecuación de Langevin

En la mayorı́a de las simulaciones presentadas en esta tesis, las condiciones inicia-
les se preparan empleando una ecuación de Langevin [176, 177], con la que se calcula
la fuerza que siente el subsistema nuclear incluyendo un término estocástico A y otro
viscoso:

miR̈i(t) = −∇V0(R(t))− γmiṘi(t) + Ai(t), (B.1)

donde mi es la masa correspondiente al grado de libertad nuclear con coordenada Ri, V0

es la superficie de energı́a potencial correspondiente al estado fundamental sobre el que
se encuentra el subsistema nuclear con coordenadas R, γ es un parámetro de viscosidad
y la fuerza estocástica Ai(t) obedece el teorema de disipación-fluctuación que satisface
la condición [178,179]:

〈Aiα(t)Ajβ(t′)〉 = 2miγkBT0δijδαβδ(t− t′), (B.2)

donde kB es la constante de Boltzmann, T0 es la temperatura de equilibrio, δij y δαβ son
deltas de Kronecker y δ(t− t′) es la delta de Dirac.

La ecuación de Langevin cumple con la función de simular el movimiento Browniano
de una partı́cula debido a la influencia de un lı́quido que la rodea [180]. El término es-
tocástico A de la fuerza (B.1) consiste en un baño térmico y representa las colisiones
aleatorias de los átomos de la molécula con las partı́culas del lı́quido. El término viscoso
es proporcional a Ṙi(t) y representa la oposición del lı́quido al movimiento de los átomos
de la molécula. Ası́, la contribución disipativa del término viscoso se contrapone con las
colisiones aleatorias del baño térmico, de forma que el sistema comienza a evolucionar
hacia la temperatura de equilibrio T0, y una vez que la alcanza se mantiene fluctuando
alrededor de ella. Estas dinámicas a tiempos cortos carecen de significado fı́sico, pero
a tiempos largos los desplazamientos moleculares consiguen reproducir la relación de
Einstein para la teorı́a cinética de los gases [181]. Por este motivo la ecuación de Lan-
gevin resulta ideal para generar el ensemble inicial que nos sirve como punto de partida
para las dinámicas en estados excitados posteriores.
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Apéndice C

Autovalores y autovectores para el
Hamiltoniano modelo correspondiente
a un sistema compuesto por tres
unidades cromóforas débilmente
acopladas entre sı́

En este apéndice resolveremos el problema de autovalores y autovectores correspon-
diente al Hamiltoniano dado por la ecuación (4.1):

H =

 E V V
V E V
V V E

 , (C.1)

y que se corresponde con un sistema formado por tres unidades con energı́a E con un
acoplamiento V débil entre ellas. Para calcular los autovalores λ de H debemos factorizar
el polinomio caracterı́stico que resulta del siguiente determinante:∣∣∣∣∣∣

E − λ V V
V E − λ V
V V E − λ

∣∣∣∣∣∣ = 0, (C.2)

que apelando al desarrollo en menores también se puede escribir como:

(E − λ)
(
(E − λ)2 − V 2

)
− V

(
V (E − λ)− V 2

)
+ V

(
V 2 − (E − λ)V

)
= 0. (C.3)

Si ahora factorizamos el término de la forma (E − λ)− V , nos queda:

[(E − λ)− V ]
[
(E − λ) ((E − λ)− V )− 2V 2 ((E − λ)− V )

]
= 0, (C.4)

donde si expandimos el contenido del segundo corchete obtenemos:

[(E − λ)− V ]
[
(E − λ)2 + V (E − λ)− 2V 2

]
= 0, (C.5)
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148 APÉNDICE C. HAMILTONIANO MODELO

o aplicando la fórmula del discriminante dentro del segundo corchete:

[(E − λ)− V ]

[
(E − λ)− 1

2

(
−V +

√
V 2 + 4× 2V 2

)]
×

[
(E − λ)− 1

2

(
−V −

√
V 2 + 4× 2V 2

)]
= 0, (C.6)

lo que nos lleva a:

[(E − λ)− V ] [(E − λ)− V ] [(E − λ) + 2V ] = 0, (C.7)

y por lo tanto los autovalores que buscamos son:

λ1 = λ2 = E − V, (C.8)

y:
λ3 = E + 2V. (C.9)

Por su parte, los autovectores vi, con i ∈ [1, 3], responden a la ecuación:

(H − Iλi)vi = 0, (C.10)

de donde podemos obtener para cada uno de los autovalores calculados:

v1 = (−1, 0, 1), (C.11)

v2 = (−1, 1, 0), (C.12)

v3 = (1, 1, 1). (C.13)
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[34] Matthias Ruckenbauer, Mario Barbatti, Thomas Müller, and Hans Lischka. Nona-
diabatic photodynamics of a retinal model in polar and nonpolar environment. The
Journal of Physical Chemistry A, 117(13):2790–2799, 2013.

[35] Martin Richter, Philipp Marquetand, Jesus Gonzalez-Vazquez, Ignacio Sola, and
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Hobza, and Hans Lischka. Relaxation mechanisms of uv-photoexcited dna and rna
nucleobases. Proceedings of the National Academy of Sciences, 107(50):21453–
21458, 2010.

[42] Mario Barbatti, Giovanni Granucci, Maurizio Persico, Matthias Ruckenbauer, Mario
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