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La herencia oscura del logicismo®

The Dark Heritage of Logicism

José Ferreirds'

Resumen

El logicismo suele figurar de modo estindar en los manuales como una de las principales alternativas en la
fundamentaciéon de las matematicas, si bien su atractivo disminuyo considerablemente desde aprox. 1950. Bien es
cierto que la corriente neologicista ha revitalizado dicha tendencia sobre la base del Principio de Hume y el Teorema
de Frege, pero aun asi el neologicismo se limita a la aritmética y no aspira a dar cuenta de la matemitica en su
conjunto. En este trabajo no pretendemos centrarnos en el logicismo clasico de Frege y Dedekind, ni en el periodo de
Russell y Carnap, ni tampoco en la corriente neologicista, sino que nuestra intencion es llamar la atencion hacia
determinadas herencias del logicismo que suelen pasar inadvertidas. En las décadas de 1920, 1930 y 1940 aprox., la
tesis logicista estimuld algunas innovaciones de bastante calado en la légica matemdtica. Concretamente, puede
argumentarse que dos ideas clave ligadas a la semantica formal tienen su origen en la idea de logica promovida por el
logicismo: la expansion de la metamatematica operada por Tarski, que abri6 el camino hacia la teoria de modelos; y la
insistencia en la semantica “plena” o conjuntista como “estdandar” para la logica de segundo orden. El articulo propone
un andlisis de dichas herencias e insiste en que la teoria logica deberia evitar algunas de sus implicaciones.

Palabras clave: fundamentos de las matemadticas - logica matematica - filosofia de la logica - teoria de modelos - logica de
segundo orden - historia de la l6gica y las matematicas

Abstract

Logicism finds a prominent place in textbooks as one of the main alternatives in the foundations of mathematics, even
though it lost much of its attraction from about 1950. Of course the neologicist trend has revitalized the movement on
the basis of Hume’s Principle and Frege’s Theorem, but even so neologicism restricts itself to arithmetic and does not
aim to account for all of mathematics. The present contribution does not focus on the classical logicism of Frege and
Dedekind, nor on the Russell-Carnap period, and also not on recent neologicism; its aim is to call attention to some
forms of heritage from logicism that normally go quite unnoticed. In the 1920s, 1930s and 1940s, the logicist thesis
became a stimulus for some deep innovations in the field of mathematical logic. One can argue, in particular, that two
key ideas linked with formal semantics had their origins in the conception of logic associated with the logicist trend -
the expansion of metamathematics brought about by Tarski, opening the way to model theory, and the insistence on
the “full” set-theoretic semantics as “standard” for second-order logic. The paper proposes an analysis of those
inheritances and argues that that logical theory ought to avoid some of their implications.

Keywords: foundations of mathematics - mathematical logic - philosophy of logic - model theory - second-order logic -
history of logic and mathematics
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1. Introduccion

El logicismo es la tesis de que las matematicas se reducen a la logica: que los conceptos basicos de las
matemdticas se pueden definir en base a conceptos puramente logicos, y que los principios de las
matematicas se pueden deducir de leyes puramente logicas. Esta tesis fue formulada por vez primera en
los afios 1880: Frege la planted con relaciéon a la aritmética en sus célebres Grundlagen (1884), donde
decia que “incluso una inferencia matematica aparentemente singular, como el paso de ‘n’ a ‘n + 1’ se
basa en las leyes logicas universales”; Dedekind afirmé que “la aritmética (algebra, analisis) es s6lo una
parte de la logica” en su libro sobre los nimeros naturales (1888). Parece muy probable que el
desencadenante mayor de esta tendencia fueran las reducciones de los niimeros reales a los racionales que
fueron publicadas por varios autores -Dedekind, Cantor, Weierstrass, Heine, Méray- en 1872: dichas
teorias de los niimeros reales reducian el concepto de R y los principios basicos de su aritmética a los
numeros racionales, empleando esencialmente la nocién de conjunto (o nociones reducibles a ella).

Para dejar solidamente establecida la tesis logicista, fue preciso perfeccionar y ampliar los principios
de la logica conocidos hasta 1850. Dedekind formulé nociones basicas de la teoria de conjuntos
(siguiendo en parte las ideas de autores como Boole y Schroder) y les afadio novedades importantes
relativas al concepto de aplicacion, correspondencia o funcién (Abbildung) y a la teoria de cadenas. Esta
teoria de cadenas —-que son cierto tipo de conjuntos cerrados con respecto a una aplicacion- fue lo que
le permitié subsumir e incluso generalizar el principio de induccién matematica. Por su parte, Frege
puso toda su atencién en convertir la teoria légica en una teoria formal en sentido estricto,” para lo
cual ided un sistema o cdlculo logico de orden superior (con cuantificadores, reglas de inferencia
estrictas, etc.). Pueden encontrarse en estos autores los origenes de la logica matematica del siglo XX y
de la teoria de funciones recursivas, y por tanto buena parte del impulso que conduciria también al
desarrollo de la computacion.

El logicismo experimentd un desarrollo e implantacién muy fuerte durante la ultima década del
XIX,’ pero, como es bien sabido, tropezo contra el escollo de las contradicciones. Tanto la teoria de
conjuntos y aplicaciones de Dedekind como el sistema logico de Frege se basaban, mas o menos
claramente, en el supuesto del principio de comprehension irrestricto: que, dado un concepto bien definido
cualquiera P(x), existe el conjunto {x: P(x)} de todos los objetos que caen bajo dicho concepto. Pero,
como demostraron Cantor y Russell, dicho principio irrestricto es contradictorio: si consideramos el
concepto de ‘conjunto que no se pertenece a si mismo’, nos conduce al conjunto A = {x: x & x}, y
ahora nos vemos envueltos en la contradiccion de que A € A <> A ¢ A.* Este grave tropiezo hizo que
Frege abandonara el logicismo, y pese a los grandes esfuerzos de Russell por salvar dicha posicion, con
la teoria de tipos, los problemas ligados a principios como el axioma del infinito, el axioma de
reducibilidad y el axioma de eleccion (ninguno de los cuales es de caracter logico) llevaron de nuevo al
fracaso.’

Ahora bien, aunque el logicismo estaba claramente en situacién de declive a partir de los afos
1920, fueron muchos los autores -sobre todo filosofos- que siguieron defendiendo esa posicion. En
general, los ligados al positivismo légico fueron logicistas, cosa bastante natural porque de otro modo
les habria sido dificil seguir defendiendo que las leyes matemdticas son meramente analiticas. Un
ejemplo tardio de esto nos lo da Carl Hempel en su articulo de 1945 “Sobre la naturaleza de la verdad

Este es el célebre principio de induccién matemdtica o induccion completa, al que Poincaré consideraba en cambio como intuitivo y
sintético a priori. Para demostrar un teorema ¢(x) de todos los nimeros naturales, basta demostrar: en primer lugar, ¢(1) y, segundo, que
suponiendo ¢(n) se sigue necesariamente o(n+1).

Notese sin embargo que el calculo de Frege es interpretado, su enfoque no es formalista.

Incluso Hilbert fue partidario del logicismo antes de 1900; ver mi trabajo Ferreiros (2009).

Ya en 1896 y 1897 Cantor habia dado con las paradojas llamadas ‘de Cantor’ y ‘de Burali-Forti’; en cuanto a Russell, fue su estudio del
Teorema de Cantor lo que le condujo a la célebre paradoja.

El articulo de Carnap es una magnifica exposicion de la situacion hacia 1930, aunque quiza no es suficientemente critico. Mi trabajo
Ferreirds (1997) es un intento de analizar la caida del logicismo tras 1930, centrado especialmente en la obra de Quine.

~
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matemdtica”. Sin embargo, autores como Quine o Putnam, en la siguiente generacion, vieron con toda
claridad que no era posible seguir defendiendo el logicismo.

Curiosamente, en los afios intermedios, entre 1920 y 1950 aprox., la tesis logicista estimulo algunas
innovaciones de bastante calado en la légica matematica. O al menos, esa es la tesis que voy a defender
en este trabajo. Concretamente, puede argumentarse que dos ideas clave ligadas a la semantica formal
tienen su origen en el logicismo: la expansion de la metamatematica operada por Tarski, que abrio el
camino hacia la teoria de modelos; y la insistencia en la semantica “plena” o conjuntista para la légica
de segundo orden. Estas dos ideas siguen teniendo mucho predicamento en la actualidad, y a través de
ellas se ha filtrado una fuerte herencia del logicismo que pasa inadvertida para muchos autores. En
realidad, en mi opinién esta herencia ha conducido a una considerable confusiéon conceptual con
respecto a temas clave de la teoria logica y su filosofia.

Como el lector probablemente sepa, hay otra herencia del logicismo en la actualidad que es mucho
mas obvia y conocida: el neologicismo, promovido especialmente desde Escocia con los trabajos de
Crispin Wright y Bob Hale. No es mi intencion discutir aqui este movimiento, que fue creciendo
desde los aftos 1980 y atrae hoy bastante atencion (ver Tennant 2014). Baste decir que su origen estuvo
en una observacion de Boolos (1986), a saber: que aunque la Ley V de Frege habia resultado
insostenible, con todo Frege habia logrado demostrar algo importante que hoy suele llamarse el
“teorema de Frege”. En un sistema de légica de segundo orden es posible definir la relacion de
correspondencia biunivoca entre dos conceptos F y G, en el sentido de que a cada objeto-F le
corresponde un y solo un objeto-G; denotémosla por F = G (en lenguaje actual, el conjunto de los F y
el conjunto de los G son biyectables). Esto hace posible introducir en el lenguaje el predicado #F (léase:
el nitmero de los F) por medio del llamado principio de Hume:

#F=#G o F=G.

La idea es bien intuitiva: el numero de los F serd igual al numero de los G si y solo si hay una
correspondencia biunivoca entre los objetos que caen bajo cada uno de los conceptos. Es la idea clave
de Cantor en su teoria de los cardinales infinitos, y es la misma idea que -siglos y siglos antes de
Hume- emplearon un ntimero indeterminado de humanos al usar guijarros o simples rayas para llevar
una cuenta.

Pues bien, en los Grundgesetze demuestra Frege formalmente que los axiomas de Peano se deducen
del principio de Hume. Es un teorema notable, que nos dice que empleando la logica de segundo
orden, la aritmética elemental (de los numeros naturales) se puede reducir a un inico axioma: el
principio de Cantor-Hume (llamémoslo asi, tal como ha sugerido Giaquinto 2002). La pregunta es si
esto basta para considerar probada la tesis logicista, o al menos para afirmar que la aritmética elemental
ha quedado reducida logicamente a una simple verdad analitica. Este es el proyecto que Wright y Hale,
con numerosos seguidores, han venido desarrollando; en torno a ello se han discutido mucho los
principios de abstraccion y la cuestion de las verdades analiticas.®

Pasemos pues a los temas prometidos, la herencia oscura del logicismo. Comenzaré discutiendo la
logica “plena” o conjuntista de segundo orden, y dejaré para la secciéon 2 la notable inversion de la
metamatematica que Tarski realizo. Por fin, en la ultima seccion haré una propuesta que considero
bien fundada desde el punto de vista de la filosofia de la logica.

2. Entre logica y teoria de conjuntos: logica “plena” de segundo orden

Durante mucho tiempo la logica de primer orden ha sido el paradigma de sistema logico, y sigue
siendo el m4s estudiado en cursos de logica matematica (para matemdticos, al menos). Pero dicho
sistema tardd mucho en ser aislado: serian Lowenheim y Weyl, en los afios 1910, los primeros en
considerarlo como un fragmento natural de la logica; mientras que Frege y otros autores, en la

® En mi opinion, la nocion de ‘verdad analitica’ es bastante vaga, por lo que podemos afirmar que el principio #F = #G <> F =~ G es
analitico. Pero, debido a esa misma vaguedad, la tesis correspondiente no resulta de gran interés epistemoldgico ni semantico.
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generacion anterior, no limitaban sus principios logicos, que deben interpretarse como de orden
superior. En buena medida, esta situacion resulta natural si tenemos en cuenta que entre 1850 y 1900,
de Boole a Russell, fueron muchos los autores que consideraban la teoria de conjuntos como una parte
fundamental de la logica. (Sin esta idea, si el concepto de conjunto se hubiera visto como puramente
matemdtico, el logicismo nunca habria sido defendido.)

En realidad, fue hacia 1935 cuando por vez primera comenzé a considerarse la logica de primer
orden (LPO en lo sucesivo) como el sistema mas natural y primario de logica. El contexto fue un
ambiente centrado en la formalizacion estricta y cargado de inseguridades, dados los problemas de la
teoria de conjuntos, la presencia de paradojas de muy diversos tipos, las fuertes criticas de los
intuicionistas y los sorprendentes resultados de Godel (ver Ferreiros 2001). Sin embargo, esa idea
encontro resistencias en algunos légicos y matemdticos muy influyentes, de los cuales destacan
especialmente Hilbert y Church.

La posicion de Hilbert es compleja, como es natural dada la época que le tocé vivir. El axioma de
completitud en geometria (y numeros reales, 1900) requiere para su formulacion modernizada un
sistema légico de segundo orden (LSO en lo sucesivo); incluso en el libro con Ackermann sobre Légica
tedrica (1928) se tratan sistemas de orden superior, en especial la teoria de tipos bajo el nombre de
“calculo funcional expandido”; y se expresa la idea de que nociones tales como numero, pertenencia y
cardinalidad deben ser formuladas en logica de orden superior para poder captar su significado
intuitivo. Todo indica que Hilbert nunca llegd a pensar que hubiera una razén fundamental para
restringir la légica a LPO, lo cual es comprensible dado que solo en los afios 1930 se obtuvieron los
resultados metalogicos de Godel y otros.

Incluso muchos afios més tarde, y pese a considerar plenamente el impacto de la metalogica,
Alonzo Church -en el capitulo final de su Introduction, dedicado a la LSO- pone de manifiesto la
inadecuacion de los lenguajes de primer orden para describir las estructuras “pretendidas” (intended)
por el matematico en activo. Y aunque reconoce el problema de introducir una nociéon de
consecuencia logica en LSO que no es formalizable (ya que no es recursivamente axiomatizable), piensa
que tal problema no es tan grave. Su argumento: que “el tipo de absolutismo asi presupuesto ... es ya
inherente a la matematica cldsica en general”, y en concreto al analisis o teoria de los reales (Church
1956, 326). Vemos aqui de nuevo, con toda claridad, como el sistema logico es modelado segtn el
patron de la matematica avanzada, siguiendo la herencia del logicismo.”

Se debe destacar que, en autores educados en la tradicion logicista, resulta natural la idea de que la
logica de segundo orden debe interpretarse con las variables de 2° orden recorriendo el conjunto
potencia del dominio de individuos. Consideremos de nuevo la reduccion de los numeros reales R al
conjunto de los racionales, Q, por ejemplo al modo de Dedekind: mediante cortaduras.® Pues bien,
para obtener el conjunto R a partir de Q, es esencial que consideremos todas las cortaduras posibles,
tanto las que se puedan definir explicitamente como las que no. Esto quiere decir que trabajamos
esencialmente en el contexto de ¢ (Q), el conjunto potencia o conjunto de partes de Q; las cortaduras a
considerar, siguiendo a Dedekind, son todos los elementos de (Q) que tienen las propiedades
indicadas en nota. Como digo, en autores entrenados en considerar tales métodos como puramente
logicos (entrenados en ver la definicion de Dedekind como una reduccién légica de R a Q), resulta
natural la idea de que las variables de 2° orden han de interpretarse como recorriendo el conjunto
potencia del dominio. Pero también hay motivos muy serios para tener dudas.

Hilbert habia manifestado preferencia por la tesis logicista en diversos manuscritos anteriores a
1900, incluyendo el mismo borrador de su famoso texto sobre los fundamentos de la geometria
(Ferreirés 2009). En su conferencia “Axiomatisches Denken” (1918) no solo expresé su admiracion por
la “magnifica empresa” abordada por Frege y Russell, sino que escribio literalmente: “dado que el

~

También influyente fue Kreisel (1967) al atacar las versiones en LPO de teorias como la aritmética y el analisis, e insistir incluso en que la
verdad o falsedad de la hipotesis del continuo CH estd determinada en un sistema axiomatico de conjuntos en LSO. Mucho mas
recientemente, véase el libro de Shapiro (1991).

3

Una cortadura es un conjunto (no vacio) de niimeros racionales, acotado superiormente, que esta cerrado para la relacion < (menor que);
es decir, siendo C una cortadura, si q € C, todo x < q también es elemento de C; y existe un p tal que todo x € C es menor que p.
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examen de la consistencia es una tarea que no puede ser evitada, parece necesario axiomatizar la propia
logica y demostrar que la teoria de niimeros vy la teoria de conjuntos son sélo partes de la légica” (Hilbert 1918,
1113; énfasis anadido). Esa tendencia se manifesté también en su idea de que el Axioma de Eleccion
puede verse como un principio légico, idea que articulé mediante su conocido calculo-g.

Como suele decirse, la LSO tiene la ventaja de su gran capacidad expresiva, a expensas de perder el
caracter plenamente formal o sintictico de la LPO: la relacién de consecuencia en LSO no puede
capturarse recursivamente. Los partidarios de la LSO insisten en que LPO es inadecuado como
expresion del pensamiento de los matematicos, ya que los matematicos entienden que hay un tnico
conjunto R de los numeros reales (salvo isomorfismo) igual que piensan que el conjunto N de los
naturales es unico (salvo isomorfismo) o monomorfo. Ahora bien, si formulamos los axiomas para N
en un cilculo LSO, podemos demostrar su monomorfia o categoricidad tal como lo hiciera ya Dedekind
(1888); y si planteamos los axiomas de R en un sistema LSO, también podemos recuperar la
categoricidad. Asumiendo que ambos sistemas axiomaticos son consistentes, esto demuestra que la
nocion de verdad-en-N (resp. verdad-en-R) esta perfectamente determinada por los axiomas y la LSO, a
nivel seméntico al menos.

Todavia mejor, como demostrd Zermelo (1930), un sistema axiomatico para la teoria de conjuntos
formulado en LSO permite demostrar la cuasi-categoricidad de V, el universo conjuntista. El universo
V quedaria también perfectamente caracterizado salvo en lo relativo a su ‘altura’ que vendria dada, en
todo caso, por un cardinal fuertemente inaccesible. Esto demostraria que LSO es el sistema mejor si lo
que se pretende es recuperar en el formalismo logico la capacidad expresiva -y la determinacién plena de
las principales estructuras monomorfas— que presupone el matematico ‘normal’ en activo.

Tal manera de pensar es incorrecta, por motivos que paso a especificar. La clave estd en advertir
que los teoremas de categoricidad recién citados son muy diferentes entre si, por tener muy diversas
presuposiciones; que la introduccidon de la semdntica plena altera radicalmente el sentido de las teorias
matemadticas; y que la nocion de conjunto arbitrario, que esta a la base de la operacion conjunto
potencia ¢ (X), es puramente matematica y no de naturaleza logica.

Si se examinan con mds cuidado los presupuestos del teorema de categoricidad para N, se advierte
que es posible demostrarlo en un sistema LSO débil, y que ni siquiera exige el recurso a la
impredicatividad de dicho sistema. Basta aceptar que LSO es un sistema natural de logica, sin presuponer
la semantica “plena” (como propongo aqui por razones que empiezo a explicitar), para poder recuperar
el resultado de Dedekind. Sin embargo, la categoricidad de R, como la del universo V, exigen recurrir
a toda la potencia de la operacion @(X), y por tanto exigen asumir que, dado un dominio de
individuos cualquiera, la mera logica nos garantiza dados todos los conjuntos (arbitrarios) de tales
individuos. Voy a argumentar que este supuesto extra-ldgico y muy poco razonable tiene su origen en el
logicismo.

De hecho, un primer indicio de que el supuesto es poco razonable viene de considerar cuil es la
situacion en teoria de conjuntos avanzada. La operacion ¢ (X) nunca ha quedado suficientemente
caracterizada -o sometida a control- en teoria de conjuntos, cosa que esta intimamente ligada con la
incapacidad para resolver el problema del continuo de Cantor. En el estudio de modelos de ZFC, es
posible imponer que el valor de verdad de CH sea verdadero, o bien falso, a voluntad: bien pasando a
un modelo interno del dado, o bien empleando métodos de forcing. El estudio de la metateoria de
ZFC durante los ultimos 50 afios ha dado lugar a una multiciplicidad de resultados de independencia
que no pueden simplemente ser ignorados; el comportamiento de  (X) resulta ser, como dijo el gran
especialista R. Jensen, “amorfo”. A la luz de estos resultados, parece extraiio asumir la que mera légica
baste para determinar completamente @ (X), y que lo haga de tal manera que nos resulte perfectamente
impenetrable a los logicos y matemadticos de carne y hueso.

El resultado de cuasi-categoricidad de Zermelo es ilusorio, no cabe decir otra cosa. El principal
problema abierto en la teoria de conjuntos es, precisamente, caracterizar con mas precision el
comportamiento de la operacion @ (X). Nuestra falta de control sobre dicha operacion es la fuente
primera de las indeterminaciones e independencias que son tan notables en el estudio de ZFC. El
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resultado de Zermelo viene a significar que, si suponemos que otra teoria mdas basica lograra determinar
el comportamiento de @ (X), entonces el universo V quedaria completamente caracterizado. Esto es lo
que se llama una peticién de principio. Por insistir y remachar el clavo: la tarea de caracterizar los
dominios de conjuntos arbitrarios es, precisamente, el ntcleo de lo que deberia hacer -pero todavia no
ha logrado, tras mas de un siglo- la teoria de conjuntos.

Consideremos ademas que el supuesto, de que existe y esta plenamente determinada la totalidad de
los subconjuntos (arbitrarios) de un dominio infinito cualquiera, es un postulado de existencia. Asumir
este postulado en la logica pura supone una violacion del principio segiin el cual la logica es
ontolégicamente neutral, no depende de lo que exista o no en el universo. (Por cierto, también
defender que el Axioma de Eleccion es un principio logico depende de asumir que la mera logica nos
da garantias de la existencia de conjuntos arbitrarios de cosas: de nuevo, es una idea subsidiaria de
pensar que la existencia de conjuntos arbitrarios es asunto de légica, una herencia del logicismo.)

Para afianzar la idea de qué es razonable asumir en LSO y qué no, preguntémonos cémo es en la
practica una teoria axiomatica presentada en LSO: por ejemplo, la teoria de la aritmética que establecio
Peano. En tal teoria, se asumen dados uno o varios dominios de individuos, y se determinan
explicitamente algunos predicados y relaciones que entraran en la formulacion de los axiomas. Peano
emplea por ejemplo el predicado N(x) que intuitivamente se lee x es un numero’, y la operacion
binaria (x + y) que intuitivamente es la suma (una relacion ternaria); podriamos tener también una
relacion (x < y) de orden, binaria. No hay ningin problema en que algin axioma se formule en
segundo orden, como de hecho sucede con el Axioma de Induccion Matematica. Pero el sistema no
depende esencialmente de suponer dado ese “paraiso del logico” que seria la totalidad de todos los
posibles “predicados” o conjuntos arbitrarios de elementos del dominio de individuos. De hecho, en
una teoria normal, en la prictica, cualquier otro predicado o relacién que intervenga mas adelante
habra de ser explicitamente definido en base a los primitivos.

Si ahora imponemos sobre el sistema tedrico la LSO con semantica plena, de facto estamos
transformando radicalmente la teoria e imponiendo -por fiat- que haya predicados arbitrarios y
relaciones arbitrarias, determinados ‘en si mismos’. Mds que una semdantica estindar, esto parece una
semdantica divina. Lo que pretendo resaltar es que el recurso a la semantica plena o conjuntista no
respeta la practica del matematico en activo, sino todo lo contrario: la violenta y la transforma de una
manera que, ademas, no podemos controlar con nuestras herramientas conceptuales. El sistema logico
LSO resulta ahora ‘saber’ muchas cosas que nosotros ignoramos, y que quiza ignoraremos por siempre.

Faltaria explicar con cierto detalle por qué puede afirmarse que la idea de conjunto arbitrario es
propiamente matematica. Para evitar extenderme atin mas, remito a Ferreiros (2011), en cuya seccion 2
el lector encontrara los detalles; argumenté alli que la introduccion de funciones arbitrarias (y por
tanto de conjuntos arbitrarios) resulta de forma natural a partir de una consideracion del conjunto de
los nimeros reales. Pero la idea de numero real surge del esfuerzo por elaborar una aritmética que
corresponda a las nociones intuitivas de continuo y continuidad, no es un simple producto de la
logica. Ahora, quiza sea buena idea discutir, a un nivel simple e intuitivo, qué efecto tiene el imponer
la semantica plena.

Consideremos un dominio cualquiera de individuos, D. La logica LSO con semantica plena es
leibniziana, hiper-racionalista: (i) se cumple necesariamente el principio de que todo individuo de D
esta caracterizado por propiedades que son exclusivas de él (esto es sencillo de ver, ya que las
propiedades son aqui meros correlatos de conjuntos, y la semantica exige que estén dados todos los
conjuntos unitarios); (ii) se cumple también que, si elegimos al azar una infinidad de elementos de D,
hay una propiedad dada que define precisamente a esa coleccion de individuos (la propiedad que
corresponde a ese conjunto arbitrario, el cual estd dado por nuestros supuestos semanticos). Esta
caracteristica (ii) es muy extraia, aun en el caso de que nos limitemos a un dominio de individuos
especial donde la caracteristica (i) parezca mds razonable, como sucede con los numeros naturales.
Cada elemento de N tiene propiedades, explicitables en el lenguaje de la aritmética de Peano, que lo
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hacen tnico;” atin con eso, resulta muy extraio asumir por fiat que toda coleccion infinita y arbitraria
de numeros naturales -infinitos nimeros escogidos al azar, digamos, por un dios que echara una
moneda al aire infinitas veces- estd definida por una propiedad dada explicitamente.

El lector entrenado en matematicas dira: ‘Bueno, pero si eso es facil: basta con considerar la
propiedad de pertenecer al conjunto arbitrario formado por todos esos numeros’. Si esta es su
respuesta, estard reforzando mi tesis de que la adopcion de la LSO con semdntica plena tiene su origen
en haber presupuesto que la teoria de conjuntos y la logica son coextensas. Lo cual fue una
consecuencia de la propagacion de la tesis logicista.

Quine (1970) no estaba en lo cierto al decir que la LSO es “teoria de conjuntos disfrazada”: su
error consistio en dar por hecho que la semantica “natural” para LSO es la semantica plena o
conjuntista. Esto parecia normal a la gente de su generacion, que, como el propio Quine, se habian
criado entre ideas logicistas. En cuanto nos damos cuenta de que esa idea no tiene nada de natural,
nos vemos liberados; y esto resulta razonable, ya que es muy natural expresar enunciados en LSO e
incluso reconocer verdades logicas del sistema LSO. Ya nada se opone a que introduzcamos la LSO -
digamos, con una semantica tipo Henkin- en plena igualdad con otros sistemas légicos. Claro esta
que, bajo estas condiciones, la l6gica no hace milagros semanticos u ontologicos: la categoricidad de N
se mantiene, pero no lade R o V.

3. Matematizando la metamatematica: Tarski y la teoria de modelos

Es bien sabido que la metamatematica original de la escuela de Hilbert, en los afios 1920 y 30, era
esencialmente sintactica y finitaria, y por tanto muy diferente de las ideas modelistas o semanticas que
han acabado dominando en la concepcién de la logica durante las ultimas décadas. Dado que el
objetivo de Hilbert era justificar la matemdtica cldsica a través de pruebas de consistencia, superando el
obstaculo de las criticas intuicionistas y constructivistas, la escuela de Hilbert restringia los métodos
empleables en metamatematica a cuestiones de combinatoria finita. También se buscaba la plena
mecanizacion de los procedimientos logicos, como indica la importancia central que se le concedia al
problema de la decision. Y asi surgio la teoria de la demostracién o Beweisstheorie.

No es extraio, pues, que el primer tratado clasico de teoria de la demostracion fuera publicado en
los afios 1934/39 (Bernays & Hilbert, Grundlagen der Mathematik), mientras que el primer texto clasico
de teoria de modelos aparecié unos cuarenta afios mas tarde (Chang & Keisler 1973). Pero es que la
teoria de modelos, como tal, sélo aparecio tras la II Guerra Mundial, y la expresion misma “teoria de
modelos” es de 1954 (ver Ferreiros 2015).

El germen de este desarrollo se encuentra en la notable inversion de la perspectiva metamatemadtica
que comenzo a introducir Tarski hacia 1930. Encontramos aqui una expansion de los métodos hasta
incluir toda la teoria de conjuntos, es decir, se emplean a nivel metatedrico todos los métodos de la
matemadtica cldsica, sin restricciones. Esto es evidente si consideramos que las relaciones clave, como la

verdad de un enunciado en un modelo M E @, o la relacion de consecuencia logica = E ¢,'° se definen

empleando esencialmente recursos conjuntistas, en particular el concepto de estructura conjuntista.
Para ser mas explicito, afado lo siguiente. Antes de 1940, las cuestiones fundamentales en
metamatematica eran asuntos ligados a la investigacion fundacional de orientacion sintactica, tales
como los problemas de la consistencia, la completitud, y muy especialmente la decidibilidad en teorias
axiomatizadas y formalizadas. Todavia no habia ningin sentido claro de una teoria de modelos, por
mas que Tarski estuviera empleando con rigor y vigor la nocion de modelo (estructura conjuntista) en
una nueva direccion de libre exploracién al estilo de la matematica clasica. Durante los afios 1930, fue

Recuerdo aqui la anécdota de Hardy y Ramanujan comentando el numero 1729: “I remember once going to see him when he was ill at
Putney. I had ridden in taxi cab number 1729 and remarked that the number seemed to me rather a dull one, and that I hoped it was
not an unfavorable omen. ‘No,” he replied, ‘it is a very interesting number; it is the smallest number expressible as the sum of two cubes
in two different ways.”

1 Siendo X un conjunto de enunciados, posiblemente infinito.
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publicando su famosa serie de articulos sobre “semantica cientifica”, en los que rescataba para la légica
moderna las nociones de verdad (en un lenguaje formalizado),'" de implicacion o consecuencia logica, y
de definibilidad. Como buen producto de la escuela de Varsovia, con su combinacién de logica y
topologia, teoria de conjuntos y filosofia, Tarski explord esos temas tanto en su vertiente légico-formal
como en la filosofica.

Pero nada de esto suponia atin la aparicion de la teoria de modelos. Antes de 1940, eran
claramente muy relevantes una serie de consideraciones filosoficas, como el empirismo estilo Viena o
Berlin, y de modo muy especial el énfasis en la “sintaxis légica”. Mientras que, tras la II Guerra, se
advierte en la obra de Tarski y su escuela de Berkeley una cada vez mayor desatencion a los problemas
filosoficos, para enfatizar mas y mas los aspectos matematicos.'” Por ejemplo, la interrelacion entre
dlgebra y teoria de modelos, tema también muy importante para Abraham Robinson.

Tarski nunca tuvo especial comprensiéon ni simpatia por el intuicionismo, sino que siempre estuvo
plenamente a favor de la teoria de conjuntos. En este punto, hay un contraste claro con el caso de
Godel o incluso de Carnap. En su formaciéon se combiné la influencia del logicismo de Whitehead y
Russell con el impacto de las ideas conjuntistas que promovia Sierpinski. Pero quizi al lector le resulte
sorprendente mi sugerencia de que el logicismo puede haber desempefiado un papel en el giro que le
imprimio a la metamatematica. Veamos por qué lo afirmo.

Ya he discutido en otro lugar (Ferreiros 1997) como el estupendo libro Introduction to Logic (1940,
version alemana de 1937) contiene afirmaciones claramente proximas a la tesis logicista. Tarski tenia
grandes expectativas para la logica, que habria de suministrar “un aparato conceptual unificado que
ofreceria una base comun para todo el conocimiento humano” (prefacio). Pero su objetivo mds
concreto era mostrar que “los conceptos de la logica permean toda la matematica, que comprenden como
casos especiales todos los conceptos especificamente matemdticos, y que las leyes logicas se aplican
constantemente -de forma consciente o inconsciente- en los razonamientos matematicos” (Tarski
1940, prefacio; énfasis afiadido). Asi, por ejemplo, la seccion 26 trata de los nimeros cardinales y la
“aritmética como parte de la logica” (1940, p. 79): el principio de induccién, “la nocién misma de
numero, y también todos los demas conceptos aritméticos, son definibles dentro del campo de la
logica” (1940, p. 81).

Tarski consideraba que este resultado es “una consecuencia sumamente interesante y con
implicaciones de largo alcance” (1940, p. 81). No contento con esto, mds abajo indica que no solo ha
sido posible desarrollar la aritmética, sino también “el algebra, analisis, etcétera” como partes de la
logica (y menciona las obras de Frege, Whitehead y Russell). Asi pues, cabe afirmar que Tarski
defendio en dicha obra el logicismo, si bien es verdad que reconocia una dificultad clave: la planteada
por el axioma del infinito, “que es intuitivamente menos evidente que los demas” (1940, p. 81)." De
hecho, incluso en obras mucho mas tardias se advierten residuos de logicismo: la famosa propuesta de
Tarski en relacion a las constantes logicas tiene como resultado que la nocion de ntimero cardinal sea
estrictamente logica.

Asi pues, planteo la tesis de que el logicismo ‘débil’ de Tarski -segiin el cual el tnico axioma de la
matemdtica es, quizds, el axioma de infinitud- fue un elemento clave en el giro caracteristico que le
imprimi6 a la metamatematica. Su idea debid ser que las restricciones finitistas de Hilbert estaban muy
bien como estrategia de réplica al escepticismo de los intuicionistas, pero que nada obstaba para poder
investigar otras cuestiones por medios mas amplios y abiertos, sobre todo teniendo en cuenta que se
trataba -en su opinién- de medios puramente légicos. La idea, implicita pero central, es que todo su

"El tratamiento clasico, que incluye una definicion conjuntista muy precisa para formulas ¢ de un sistema formal, estd en el articulo
[Tarski 1933]. Uno de los objetivos principales de Tarski era mostrar que, para ciertos tipos de lenguaje L, la relacion ‘M satisface @’ es
definible usando solo teoria de conjuntos, la sintaxis de L, y las nociones expresadas por las constantes de L.

" Para el desarrollo de la teoria de modelos se requeria confianza en la nocién general de modelo (cualquier estructura de cualquier
cardinalidad), cosa bien alejada de las perplejas consideraciones sinticticas de Entreguerras. Algunos signos de esto se pueden ver en la
obra de Tarski hacia 1930, como el teorema de Lowenheim-Skolem ascendente o su interés por los grandes cardinales; pero todo ello se
activaria realmente en los 1940.

B Todo ello es coherente con que Tarski empleara la Teoria de Tipos como sistema légico bésico hacia 1930 (ver Ferreirés 1997, pp. 100-

101).
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trabajo metamatemdtico se hacia dentro de la légica, a saber, dentro de la teoria de tipos simple (hasta
1935) o dentro de la teoria de conjuntos formalizada en primer orden. Tanto la definicion del
aparato sintictico, como de los medios semanticos, como de las relaciones metatedricas; en una
palabra, todo su proyecto de metodologia de las ciencias deductivas era formalizable en ese contexto.

En suma, los fundamentos de todo el pensamiento racional podian ser rigorizados asi. De ahi que
el objetivo de la Introduction (1940) fuera “presentar al lego educado [...] esa poderosa corriente [...] [de]
la 16gica moderna [...] [que] busca crear una base comun para la totalidad del conocimiento humano”.
Advertimos pues, en el origen mismo de la “semdantica cientifica” que acabaria dando lugar a la teoria
de modelos, una clara herencia del logicismo. Herencia que ha quedado posteriormente en la sombra,
en la oscuridad.

Quiza conviene afadir algunas ideas mas, para esbozar cémo se llegod a la Teoria de Modelos desde
la nueva comprensién de las matematicas obtenida hacia 1900. Para entonces, los sistemas axiomaticos
y las estructuras se habian vuelto centrales (Grassmann, Dedekind, Hilbert, llegando luego a los
Bourbaki), y el enfoque de la teoria de modelos se alcanza cuando esas ideas clave se matematizan
plenamente. La nocion general de estructura (conjuntista) no fue formulada explicitamente hasta los
afios 1930 (Birkhoff en 1935, los Bourbaki en 1939), pero estaba en el aire desde mucho tiempo antes:
desde que existia un tratamiento bastante uniforme de estructuras particulares como los cuerpos de
numeros, los anillos, los espacios en topologia, etc. En cuanto a los sistemas axiomadticos explicitos, es
bien sabido que emergieron de al menos dos tradiciones: 1) la geometria proyectiva y los estudios de
fundamentos, de Pasch y Wiener hasta Hilbert; y 2) la linea de desarrollo de ideas logicas y axiomaticas
Grassmann - Schroder - Peano (cabria mencionar a Dedekind también). Con Hilbert (1899), las
interrelaciones entre sistemas axiomaticos y modelos estructurales reciben un tratamiento preciso, pero
todavia informal, naciendo una nueva metodologia que alguno llam¢ la “matematica de los axiomas”.

Todos estos elementos influyeron en Tarski y otros légicos de Entreguerras. La légica y la teoria de
modelos se encargaron de matematizar y formalizar los distintos elementos que entraban en esa
metodologia hilbertiana. Asi, el trabajo informal del matematico en activo quedo formalizado gracias a

1. sistemas axiomaticos estrictamente formales (e.g. el de Skolem para ZFC en 1923; Godel
y Tarski para la teoria de tipos simple en 1930)

2. definiciones conjuntistas precisas de las diversas estructuras (e.g. Bourbaki, Tarski)

3. y nociones explicitas, formuladas con precision, de interpretacién, satisfaccién, y verdad (de
un axioma en un modelo).

Mas no bastaba con esto para el proyecto de la teoria de modelos, que requiri®6 ademas diversas
innovaciones en el camino de la matematizacién de la metamatemdtica. Podria uno hablar de un cambio
de paradigma que tuvo lugar en los afos 1940 con Tarski como lider (ver Ferreiros 2015).

Resulta curioso: la situacion en el periodo de Entreguerras, en Europa, estuvo marcada por una
atmosfera muy tensa, y esto se aplica no solo en la esfera de la politica, sino también en los estudios de
fundamentos; fue la época de la crisis, de la dura polémica entre intuicionistas y formalistas, de las
dudas existenciales respecto a la fiabilidad de ZFC y sistemas afines. Sin embargo, la situacién después
del fin de la Guerra, y sobre todo en EEUU, puede describirse como de libre expansién; lo cual parece
haber sido un factor coadyuvante en el giro hacia la teoria de modelos. En ningtin lugar se dejo sentir
tanto esta expansibilidad como en la nueva escuela fundada por Tarski en UC Berkeley; recomiendo a
este respecto la excelente obra de Feferman y Feferman (2004).

4. Una propuesta: légica sin arbitrariedades

Varias generaciones de logicos, durante el siglo XX, se han educado en la aceptacion de sistemas
logicos que entremezclan principios matematicos con principios propiamente logicos. Tal es el caso de

' Sobre este giro, que Tarski dio en el epilogo a su (1935), ver Ferreiros (1997).
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las logicas de orden superior, cuando se acepta su interpretacién denominada (muy significativamente)
“estandar” -pero que, de acuerdo con la tesis defendida aqui, no deberia en absoluto considerarse la
interpretacion natural o por defecto, sino una interpretacién fuertemente matematica, conjuntista (de
facto, una aplicacién de ideas matematicas). La clave estd en reconocer que la nocién de conjunto
arbitrario, y mas aun su ampliacion o “totalizacion” con el supuesto de un dominio de todos los
subconjuntos (determinado univocamente para cualquier dominio dado de individuos), son principios
ajenos a la tradicion logica. Pese a que Frege fuera padre del logicismo, los conocedores de su obra
saben bien que tal idea de conjunto arbitrario es completamente ajena a las nociones de Frege relativas
a los conceptos y sus extensiones (clases).

Pero la situacion indicada hace tiempo que comenzd a cambiar, ya que desde los afos 1980 al
menos, numerosos especialistas en légica han trabajado mdas proximos a la computacion o a la
lingtiistica que a la matematica contemporanea. Solo falta dar un paso mas y extraer la conclusion
razonable, que permite a la vez conservar la LSO como un sistema natural de légica, y evitar que ideas
matemdticas avanzadas se cuelen por la puerta falsa. Aun reconociendo que el problema de la
demarcacion estricta de la logica es muy complejo, y quiza no pueda recibir una solucion definitiva,
propongo pues lo que parece la solucion natural y coherente con la tradicion logica. LSO es un sistema
logico perfectamente vélido, pero debemos restringirnos al sistema dado efectivamente por medio de
reglas. En cuanto a la semantica, debemos evitar considerar la semantica “plena” o conjuntista como
una semantica estandar, sino que la semantica estandar ha de ser de tipo Henkin -o quiza incluso una
restriccion predicativa de la misma-." Por tanto, la relacion de consecuencia que formaliza la LSO no
es esa consecuencia logica opaca y casi divina que a veces han discutido filésofos como Kreisel, Shapiro
y otros,'® sino que se trata de un sistema naturalmente mas débil.

Quiero enfatizar que la LSO débil, del tipo que defiendo, permite sin ningin problema formalizar
los trabajos de Frege -recuperando el teorema de Frege, del que hablamos en la introducciéon- y
también los de Dedekind -probando inclusive el teorema de categoricidad para la aritmética en
segundo orden-. Sin embargo, la LSO que defendemos no es tan fuerte como para permitirnos
recuperar la “cuasi-categoricidad” del universo conjuntista de Zermelo; lo cual, lejos de ser un defecto,
es en mi opinion muestra de que el sistema tiene el grado de fortaleza justo y adecuado. (El problema
de hacer preciso, si fuera posible, y calibrar el efecto de la operacion conjunto potencia, es un
problema de la teoria de conjuntos; no se resuelve por fiat.)

Seguramente es muy natural que haya quien suefie en sistemas légicos con una capacidad expresiva
y demostrativa tan fuerte como se nos antoje, a la vista del problema que deseamos tratar; pero hay que
tener cuidado con el wishful thinking. Desde G&del sabemos que hay limites a lo que un sistema formal
puede abarcar; también debemos aceptar que hay limites a lo que la mera légica puede establecer o
garantizar.

Quiza el lector piense que las cuestiones que acabo de discutir no tienen demasiada importancia,
porque a fin de cuentas en la practica solo se emplean reglas explicitas de la légica (también en LSO):
los desenfoques a nivel conceptual se quedarian ahi, en un plano mds bien ideoldgico. Pero la
ideologia tiene su importancia: desde hace unas décadas, muchos filésofos y logicos vienen ajustando
sus nociones de lo que es logica segin una perspectiva modelista, sin reflexionar suficientemente en
que dicha perspectiva tiene sus propios presupuestos (que son muy fuertes, ya que la teoria de modelos
presupone la teoria de conjuntos). En mi opinion, la deriva metafisica de buena parte de la filosofia
analitica tiene su origen en la influencia oscura de sistemas logicos de varios tipos (logicas de orden
superior inadecuadamente interpretadas, logicas modales consideradas semanticamente, etc.) que han
impuesto la aceptacion de postulados realistas fuertes. Los ejemplos podrian multiplicarse: se toma

' La semantica tipo Henkin, también llamada seméntica general, evita la pretension de que el conjunto potencia del dominio esté
determinado intrinsecamente, como un recurso fijo y pre-matematico. En su lugar, el rango de los cuantificadores ha de ser indicado
directamente, con ciertas condiciones de clausura. Para mas detalles ver Enderton (2015).

' ‘“Divina’ porque conoce -o pretende conocer- cosas que estan vedadas, quizd para siempre, a la légica humana (un ejemplo famoso es el
valor de verdad de la Hipotesis del Continuo de Cantor), y ‘opaca’ precisamente por esa imposibilidad de traducir sus supuestas verdades
a algo humanamente manejable.
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cualquier idea razonable, que luego, colocada en un contexto de analisis modelo-teéricos de lo que son
el significado y la verdad, lleva de manera aparentemente forzada a interpretaciones ontoldgicas
sumamente fuertes.

Por estos motivos, la cuestion de la herencia oscura del logicismo no es un mero asunto erudito de
interés para historiadores, sino una cuestién candente con implicaciones filoséficas concretas.
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